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Unter allen räumlichen Gebilden sind die convexen Po- 
lyeder dadurch ausgezeichnet, dafs sie bei gröfstmöglicher 
Einfachheit der Bildungsweise und entsprechender Klarheit 
der Vorstellung dem Beobachter eine aufserordentliche Formen- 
mannigfaltigkeit offenbaren. 

Abgesehen von den zahlreichen in der Natur vorkommen- 
den Körpern, welche, wie beisp. die Krystalle bestimmte Po- 
lyedertypen unmittelbar zur Anschauung bringen, bietet die 
wiederholte Operation des Zerschneidens eines geeigneten 
Körpers ein Mittel, die Zahl der darstellbaren Typen nach 
Belieben zu vermehren. Läfst aber die Trivialität dieser 
Operationen und die verschiedene Vollkommenheit ihrer Er- 
zeugnisse ein besonders klares Bild abstrahieren, so wird 
durch die Möglichkeit der Verkörperung eines jeden Polyeder- 
typus das Interesse für die gestaltlichen Eigentümlichkeiten 
und den organischen Zusammenhang dieser, den ursprüng- 
lichsten Bildungsgesetzen unterliegenden Gebilde gesteigert. 

Die bisherigen den Gegenstand betreffenden Untersuchungen 
sind doppelter Art. Entweder beziehen sie sich auf das Problem *), 
alle Polyeder mit gleichen und ähnlichen Grenzpolygonen zu 
bestimmen, oder sie stellen sich die Aufgabe**), eine Classi- 
fication der Polyeder nach dem Ргїпсїр der Symmetrie zu ent- 
wickeln. Das erste, schon von den Alten gekannte Problem 
schränkt die Betrachtung von vornherein auf eine kleine Gruppe 
sehr specieller Polyederformen ein und hat mit deren voll- 
ständiger Aufstellung seine Erledigung gefunden. 


*) Hefs: Einleitung in die Lehre von der Kugelteilung. Leipzig 1883. 
**) О. Jordan: Recherches sur les polyödres. Crelle’s Journal, 
Band 66 und 68. 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 1 


www.rcin.org.pl 


A Einleitende Uebersicht. 


Das zweite, von С. Jordan gestellte Problem hat diesen zu 
einer Einteilung der convexen Polyeder in neun С1аззеп geführt. 

Es mag ferner noch bemerkt werden, dafs Steiner*) 
zuerst in den Gergonne’schen Annalen Band 18—19 und ein 
zweites Mal in dem Anhang zur systematischen Entwick- 
lung etc. die Frage gestellt hat, wie sich die Anzahl der 
von n Ebenen gebildeten verschiedenen convexen Polyeder 
berechnet. Indessen ist eine Antwort auf diese Frage von 
keiner Seite erfolgt. 

Die vorerwähnten Untersuchungen boten dem Verfasser 
für das Studium der gegenseitigen systematischen Abhängig- 
keit der verschiedenen Polyederformen keinerlei Anhaltspunkte 
dar. Vielmehr zeigte es sich bald, dafs die Wege, welche den 
erstrebten Einblick gestatteten, erst noch geschaffen werden 
mulsten. Dieser Umstand, sowie der Umfang der behandelten 
Materie, läfst es wünschenswert erscheinen, von dem ein- 
geschlagenen Gedankengange und den gewonnenen Ergebnissen 
eine kurze Uebersicht zu geben. 

Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit der Entwicke- 
lung der für eine vergleichsweise Betrachtung der convexen 
Polyeder in morphologischem Sinne grundlegenden Begriffe 
und Vorstellungen. Unter Auffassung der Grenzflächen eines 
Polyeders als seiner ursprünglichen, der Ecken und Kanten 
als seiner abgeleiteten Bestimmungsstücke werden in $ 1 zu- 
nächst die Begriffe der gleichgestalteten oder isomorphen und 
der ungleichgestalteten oder allomorphen convexen Polyeder 
festgelegt. Danach werden zwei, durch die gleiche Zahl von 
Grenzebenen bestimmte Polyeder als einander isomorph defi- 
niert, wenn eine derartige paarweise Zuordnung ihrer Grenz- 
ebenen existiert 

А„= в, Osy «<<, nj Bn = Bi, Bor ۰<, Ва, 
(gleich indieierte Ebenen als zugeordnet aufgefalst), dafs jeder 
Grenzecke («;, «x, а) von А, auch wieder eine Grenzecke 
(Bi, Br, В) von В, entspricht; dagegen werden sie allomorph 
genannt, wenn keine solehe Zuordnung vorhanden ist. Diese 
Definition läfst, wie in § 2 des weitern ausgeführt wird, nächst 


wi Steiner, ges. Werke. Band I, S. 277, 454. 
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der Anzahl der Ecken als wiehtigste morphologische Merk- 
male eines Polyeders die Formen (Seitenanzahlen) der 
einzelnen Grenzpolygone und deren Zusammensetzungsart 
erkennen. Indem daher die Anzahlen 2, der h-seitigen Grenz- 
flächen des betrachteten n-eders eingeführt werden, ergiebt 
sich zwischen denselben die Relation 


32, +22, + — 2, — 2 2—3 ty —— (nV) =4n—2r, 


in welcher r die Zahl der Ecken des Körpers bezeichnet. 
Aus dem Umstande, dafs die rechte Seite der Gleichung stets 
einen positiven Wert hat, der im Minimum 12 beträgt, folgt 
der in $ 3 gegebene erste Fundamentalsatz, dafs nämlich 
jedes convexe Polyeder aus einem Tetraeder durch die aus- 
schliefsliche Anwendung drei-, vier- und fünfseitiger ebener 
Schnitte, d. h. in der Weise eonstruiert werden kann, dafs 
von dem Tetraeder und jedem resultierenden Körper durch die 
neu einzuführende Grenzebene entweder eine Ecke, oder eine 
Kante, oder ein in einer Ecke zusammenstofsendes Kantenpaar 
abgeschnitten wird. Die Verbindung dieses Satzes mit den 
$ 4 und $ 5 abgeleiteten Hilfssätzen führt in $ 6 zu dem 
zweiten F.-Satze von der Continuität aller isomorphen Po- 
Іуейег eines bestimmten allgemeinen Typus. 


In dem zweiten Abschnitte wird die Art der Zusammen- 
setzung des allgemeinen convexen Polyeders aus seinen Grenz- 
polygonen näher studiert. Demgemäfs wird in $ 7 der 
Begriff des eonstituierenden oder des Stammsystemes als des- 
jenigen Systemes von Grenzflächen eingeführt, welche die für 
die Gestalt des Polyeders notwendigen und hinreichenden 
Daten enthalten. Man findet, dafs ein Flächensystem dann 
und nur dann ein constituierendes ist, wenn in seinen Flächen 
alle Ecken des Polyeders und in jeder einzelnen mindestens 
eine solche Ecke auftritt, durch welche keine zweite Fläche 
des Systems hindurchgeht. Als für das einzelne Stammsystem 
charakteristisch zeigen sich dabei folgende Stücke: die Anzahl 
der Flächen des Systems, die Anzahl der in je einer Ecke 
zusammenstofsenden Flächentripel, die Zahl der Flächenpaare 
mit gemeinsamer Kante, der sogenannten Seitenflächenpaare, 


die Zahl der Flächenpaare mit je einer oder mehreren ge- 
1* 
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meinsamen Scheitelkanten, nämlich derjenigen Paare von 
Flächen, die durch die beiden Grenzecken der gemeinsamen 
Grenzkante zweier anderen Flächen des Polyeders gehen, end- 
lich durch die Reihenfolge der zu einer Fläche gehörigen 
Seiten- und Scheitelflächen. Für die Polyeder mit gleicher 
Flächenzahl sind die erstgenannten vier Anzahlen an be- 
stimmte Relationen gebunden, aus denen (vergl. $ 8) die ver- 
schiedenen Typen successive abgeleitet werden können, ein 
Verfahren, das für die Heptaeder vollständig durchgeführt wird. 

An die Betrachtung der constituierenden Flächensysteme 
schliefst sich in $ 9 eine Classification der allgemeinen con- 
vexen Polyeder. Es wird nämlich untersucht, wann die Grenz- 
polygone eines allgemeinen convexen Polyeders ein, zwei oder 
drei getrennte vollständige Systeme von Scheitelflächen bilden, 
unter einem solchen ein System von Grenzpolygonen ver- 
standen, in welchem die Scheitelflächen einer Seitenfläche selbst 
wieder Systemflächen sind. Dabei ergiebt sich, dafs für jedes 
n>8 in der That n-eder jeder Classe existieren. Letztere 
sind dadurch unterschieden, dafs ein Polyeder der ersten Classe 
mindestens zwei Flächen mit unpaarer Seitenzahl besitzt, die 
weder unmittelbare noch mittelbare Scheitelflächen sind, dafs 
ein Polyeder der zweiten Classe in dem einen Systeme von 
Scheitelflächen alle Flächen mit unpaarer, in dem andern nur 
Flächen mit paarer Seitenanzahl enthält, und dafs bei einem 
Polyeder der dritten Classe überhaupt nur Flächen mit paarer 
Seitenanzahl vorhanden sind. Der Abschnitt schliefst mit der 
$ 10 durchgeführten Bestimmung der Polyeder mit durchweg 
isomorphen Ecken, Körper, welche zu den archimedischen in 
naher Beziehung stehen. 

Nach den mehr vorbereitenden Betrachtungen der beiden 
ersten Abschnitte wendet sich die Untersuchung im dritten 
Abschnitt der eigentlichen Frage zu. Den Ausgangspunkt in 
$ 11 bildet die für die allgemeinen convexen Polyeder charakte- 
ristische Gleichung 


Bas +2, +. — ж — 2% — Зар — ss 12. 


Die Unabhängigkeit derselben von der Anzahl =, der Grenz- 
sechsecke deutet auf eine gewisse Unabhängigkeit dieser An- 
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zahl von den übrigen Anzahlen ©, hin. Es entsteht somit 
der Gedanke der Möglichkeit einer Einschaltung bezw. Aus- 
scheidung von Grenzsechsecken in die Oberfläche des Polyeders, 
einer sogenannten Elementarerweiterung, bezw. Elementar- 
reduction desselben. Da die Erweiterungs- wie die Aus- 
scheidungsfläche notwendig von mindestens zwei oder mehreren 
Kantenpolygonen des Polyeders berandet wird, so macht ein 
Eingehen auf diese Verhältnisse einige Vorbemerkungen er- 
forderlich. 

Dementsprechend handeln die $$ 11 und 12 von den ein- 
fachen, d. h. denjenigen Kantenpolygonen der Polyeder, bei 
deren Umlauf durch einen Punkt jede Kante nur einmal passiert 
wird. Jedes derartige Polygon P teilt die Oberfläche des 
Polyeders in zwei getrennte Stücke S,, Sy, als deren gemein- 
same Berandung es eine zweiseitige Auffassung darbietet. 
Als Randpolygon P(S,) der Fläche 5, erscheint es charakte- 
risiert: erstens durch die Anzahl derjenigen Grenzpolygone von 
H, mit denen es einen Kantenzug gemein hat, zweitens durch 
die Anzahl der Kanten dieser Züge und drittens durch ihre 
Aufeinanderfolge; als Randpolygon P(S,) der Fläche S, aber 
durch die entsprechenden zu 5, gehörigen Elemente. Be- 
zeichnet a, die Anzahl der A-gliedrigen ebenen Kantenzüge 
von P in Bezug auf 5,, ba die entsprechende Zahl in Bezug 
auf Sy, und bedeutet k die Anzahl der Kanten des Polygones, 
so bestehen die Relationen: 

1) +2, + 3a, +. = k = b, + 20, + 3b + ۰۰۰, 

2) a +2, +3, +. =b, bs + 2,4-8, +- = а, 
3) а+% Lë mb, +0 tute. 

Unter den Kantenpolygonen P eines Polyeders bilden die zu 
den aufserhalb desselben gelegenen Punkten gehörigen Be- 
rührungspolygone ein geschlossenes System. Ein beliebiges 
Kantenpolygon kann durch seinen Charakter nicht ändernde, 
stetige Variationen des Polyeders allemal in ein Berührungs- 
polygon übergeführt werden. — Irgend ein räumliches Polygon 
ist Kantenpolygon, wenn es von keiner der durch zwei auf- 
einanderfolgende Kanten gehenden Ebenen geschnitten wird. 
Es bleibt bei stetiger Variation sich selbst so lange isomorph, 
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als seine charakteristischen Merkmale ungeändert bleiben. 
Isomorphe Kantenpolygone können stets unter Erhaltung ihres 
Charakters stetig in einander übergeführt werden. Es folgt 
daraus der Satz, dafs zwei polyedrische Flächen 5, und 5, 
welche von ungleichseitig isomorphen Polygonen berandet 
werden, stets durch stetige, ihre Gestalt nicht alterierende 
Variationen zu einer einzigen Polyederfläche vereinigt werden 
können. 

Auf dem letzten Satze basiert die $ 14 entwickelte De- 
finition enthaltender oder reducibeler Polyeder, welche die 
Grundlage der weiteren Theorie bildet. 

Von einem Polyeder A, wird gesagt, es enthält ein an- 
deres Polyeder Am oder nicht, je nachdem es möglich oder 
unmöglich ist, auf seiner Oberfläche eine Gruppe einander 
ausschlielsender, von Polygonen D berandeter Bestandteile Si 
anzugeben, welche ebenso vielen die Oberfläche des enthaltenen 
Polyeders zusammensetzenden Flächen isomorph sind. Die aus 
einem enthaltenden Polyeder nach Ausschlufs der Bestandteile 
des enthaltenen entstehende, zwei- oder mehrfach berandete 
Fläche heifst eine Einschaltungs- oder Erweiterungsfläche des 
von den Randpolygonen der ausgeschiedenen Teile auf dem 
enthaltenen Polyeder gebildeten Netzes. Setzt sich die Ein- 
schaltungsfläche nur aus Grenzsechsecken zusammen, so wird 
sie eine Elementarfläche, das zu ihr gehörige Netz ein Ele- 
mentarnetz genannt, und es wird A, aus A, als durch Ele- 
mentarreduction, 4, aus A, als durch Elementarerweiterung 
entstanden bezeichnet. Polyeder, die keine andern enthalten, 
heifsen irredueibele oder Stammpolyeder, alle diejenigen, in 
welchen sie selbst enthalten sind, aber abgeleitete Polyeder. 

Das einfachste unter den Elementarnetzen ist das Ele- 
mentarpolygon, dessen Erweiterungsfläche sich auf einen von 
zwei isomorphen Polygonen berandeten Elementargürtel redu- 
ciert. Die Theorie dieser Polygone bildet den Gegenstand der 
SS 15, 16 und 17. Nachdem in $ 15 ihre allgemeinen Eigen- 
schaften entwickelt, und in $ 16 eine besondere Art, die Normal- 
polygone, behandelt worden, wird in $ 17 die Existenz von 
Normalpolygonen und damit die elementare Erweiterungsfähig- 
keit für jedes beliebige Polyeder nachgewiesen. Es führen 
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diese Untersuchungen auf eine zweite Classification der all- 
gemeinen convexen Polyeder, bei welcher die gegenseitige Ab- 
hängigkeit der Kanten mafsgebend ist, die aber des Näheren 
zu besprechen hier zu weit führen würde. 

Der $ 18 führt einen neuen wichtigen Begriff, den Cha- 
rakteristikenbegriff eines Kantenpolygones ein. Als die Cha- 
rakteristik eines höchstens fünfkantige ebene Kantenzüge ent- 
haltenden Polygones P wird der Zahlenwert des Ausdruckes 
definiert: 

а, + 2a, + За, — by — 20, — 3, 
in welchem die a, sich auf denjenigen Bestandteil $,, S, des 
Polyeders beziehen, als dessen Randpolygon P aufgefafst ist. 
Der Grund zu dieser Definition liegt in dem Satze, dafs der 
vorstehende Ausdruck für zwei Randpolygone eines aus ebenen 
Grenzsechsecken bestehenden Gürtels sich, wenn überhaupt, 
nur im Vorzeichen unterscheidet. — Es werden dann die so- 
genannten Hexagonoide des Näheren behandelt, сопуехро]у- 
edrische Flächen von unbegrenzter Ausdehnung, die aufser einem 
beliebigen, etwa c-kantigen, ebenen Grundpolygone nur noch 
Grenzsechsecke enthalten. Dabei ergiebt sich, dals ein auf 
einem Hexagonoide H, gezogenes Kantenpolygon P entweder 
die Charakteristik + с oder die Charakteristik + 6 hat, je 
nachdem es mit der Grundfläche einen Gürtel berandet oder 
nicht. Für den besonderen Fall ¢ = бе’ wird darauf nach- 
gewiesen, dafs, wenn P, und P, zwei Polygone der Charak- 
teristik -+6¢ sind, das eine nicht einen dem anderen isomorphen 
Kantenzug enthalten kann, eine Eigenschaft, welche als die- 
jenige der Irredueibilität der Kantenpolygone eines Hexago- 
noides Hae bezeichnet wird. Aus derselben und der vorherigen 
folgt, dafs ein beliebig im Raume gegebenes irredueibeles 
Kantenpolygon der Charakteristik -+ 6¢ mindestens einem 
Kantenpolygone eines Hexagonoides Hs. isomorph ist. — In 
$ 19 werden diese Betrachtungen auf die Elementarpolygone 
und deren Elementargürtel oder zugehörige Elementarhexa- 
gonoide ausgedehnt. Man erkennt, dafs alle Elementarpoly- 
gone sich in unendlich viele Klassen sondern, deren jede die 
sämtlichen Elementarpolygone eines Elementarhexagonoides 
umfafst, welches zu einem durch zwei positive ganze Zahlen 
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р, @ = 1, 2, ... unzweideutig bestimmten Grundpolygone ge- 
hört. Es folgt daraus, dafs jedes Elementarpolygon die Cha- 
rakteristik O hat, und ferner, dafs jedem in beschränkterem 
Sinne auch die Eigenschaft der Irredueibilität zukommt, end- 
lich, dafs jedes entsprechend irredueibele Kantenpolygon der 
Charakteristik 0 ein Elementarpolygon ist. — 

Durch die Verallgemeinerung des Charakteristikenbegriffs, 
welche derselbe in $ 20 dahin erfährt, dafs als die Charakte- 
ristik eines ganz beliebigen Kantenpolygones der Ausdruck 
definiert wird: 

Da Ba E 96—86 an =, 
gewinnt man ein für die Discussion der allgemeinen und im 
Besonderen der elementaren Netze wertvolles Hilfsmittel. 

Die ersten auf die allgemeinen Netze bezüglichen Aus- 
führungen des $ 21 lehren, dafs, wenn die Oberfläche des 
Polyeders durch m Kantenpolygone P,, P,, ... in m getrennte 
Bestandteile S,, Sz, ... zerschnitten wird, zwischen den Cha- 
rakteristiken der P; die Relation statt hat: 

С(Р(5,)) + C(P(S,)) ++ CP) = 2. 3(m — 2). 
Dieser Satz gilt auch dann noch, wenn unter den Polygonen 
P; die Randpolygone einer einteiligen, m-fach berandeten, nur 
Sechsecke enthaltenden polyedrischen Fläche verstanden werden. 
Nach weiterer Ableitung der Kriterien dafür, ob ein beliebiges 
Netz Elementarnetz ist, oder nicht, wird eine Methode ent- 
wickelt, wie die zu einem gegebenen Elementarnetze gehörigen 
Elementarerweiterungen des Polyeders successive gefunden 
werden können. Von den so, und zwar in unendlicher Anzahl, 
resultierenden Elementarflächen wird darauf in $ 22 gezeigt, 
dafs nur eine bestimmte endliche Zahl derselben irreducibel 
ist, alle übrigen dagegen redueibel sind, d. h. dafs, wenn die 
irreducibelen Individuen bezeichnet werden durch 

nn neue 
jede andere Fläche F/,“+" mindestens eines derselben in sich 
enthält. Der $ 23 bezieht sich auf eine für die allgemeinen 
convexen Polyeder invarianter Art des Elementarnetzes, näm- 
lich desjenigen, welches bei jedem Polyeder durch dessen ebene 
Grenzpolygone gebildet wird. Unter den zugehörigen Elementar- 
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erweiterungen sind zwei von besonderem Interesse. Sie be- 
stehen darin, dafs in dem einen Falle die sämtlichen Ecken, 
in dem anderen die sämtlichen Kanten des Polyeders durch 
Grenzsechsecke abgeschnitten werden. — In $ 24 endlich 
werden einige den Elementarerweiterungen eines allgemeinen 
Polyeders gegenüber sich invariant verhaltende Eigenschaften 
desselben abgeleitet, 

Die Entwickelungen des vierten und letzten Abschnittes 
beginnen in $ 25 mit der nochmaligen Formulierung des 
eigentlichen Problemes. Zufolge Zerfüllung der für die all- 
gemeinen convexen Polyeder charakteristischen Gleichung 


Зх + 2x, +, — u — 2, — Bly =... = 12 


in die beiden anderen 
3a, +2, +, — 12 = m = r, +2, +3, +, 

in welchen m notwendig eine positive ganze Zahl darstellt, 
läfst sich die Gesamtheit der Polyeder den aufsteigenden 
Werten m = 0, 1, 2, ... entsprechend im Bereiche, die Po- 
lyeder eines bestimmten Bereiches gemäfs den verschiedenen 
Wertesystemen 2 %4, 2;, 21, 23, ... in Stämme, die Polyeder 
eines Stammes nach den in ihm vorhandenen irreducibelen 
oder Stammpolyedern aber in Familien einteilen. Dabei bieten 
sich naturgemäfs die Fragen dar: 

1) Gehört zu jeder positiven ganzen Zahl m (0 incl.) ein 
Polyederbereich? 

2) Definiert jedes ganzzahlige Lösungssystem 

U yy буу б, бу буу 
der charakteristischen Gleichung einen Polyederstamm? 

3) Ist die Zahl der Stammpolyeder eines jeden Stammes 
endlich? 

Die Beantwortung dieser drei Fragen macht den Inhalt 
der $$ 26—29 aus. Es ergiebt sich, dafs alle drei zu bejahen 
sind. Zum Schlufs wird im $ 29 noch eine allgemeine Bestim- 
mungsmethode der Stammpolyeder eines gegebenen Stammes 
entwickelt und darauf an einem Beispiele durchgeführt. 


Königsberg, im Juli 1890. 
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Erster Abschnitt. 
Grundlagen einer Morphologie der сопуехеп Polyeder. 


$ 1. Isomorphe convexe Polyeder, 


Zwei durch je » Ebenen abgegrenzte Körper sollen als 
isomorph*) betrachtet werden, wenn nach beliebig, aber fest 
gewählter Bezeichnung der n Ebenen des einen durch 


Qiy 09) sery On 


unter den n! möglichen Benennungen der n Ebenen des anderen 
mittelst 

Bı, Ps» SCAS Bn 
mindestens eine von der Beschaffenheit existiert, dafs jeder 
Grenzecke («;, «x, pl des einen wieder eine Grenzecke (ß;, ft, Bi) 
des anderen entspricht. 

Aus dieser Definition isomorpher convexer Polyeder er- 
giebt sich sogleich deren Übereinstimmung in einer Reihe 
gestaltlicher Charaktere, nämlich: 

a) in den Anzahlen der Ecken und in denjenigen der 
Kanten, 


b) in den Anzahlen der EE i fachen, 


М renz 
kantigen ecken, 
c) in den Anzahlen der Kanten, in welchen je eine h,- 
Р ' seitige „ fläche sich schneiden 
und eine hg- 3 renz А 
kantige ecke gelegen sind 


*) Es deckt sich diese Definition isomorpher convexer Polyeder 
ganz mit der Auffassung homologer Polyeder, welche C. Jordan seinen 
„Recherches sur les poly&dres“ (Borchardts Journal Band 66 und 68) zu 
Grunde gelegt hat. Vgl. auch dessen: Résumé de recherches sur la 
symétrie des polyedres non euleriens, ibid. 66. 
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Alle diese Consequenzen finden ihren gemeinsamen und 
vollständigen Ausdruck in der Bedingung der Gleichheit der 
Anzahlen der Ecken bezw. Kanten entsprechender Flächen- 
paare, indem aus einer solchen Beziehung der beiden Körper 
unmittelbar Isomorphismus gefolgert werden kann. — Denn 
da dann einerseits die Flächen о, und œ, mit den Flächen В, 
und f in den Eckenanzahlen m, und m, andrerseits das 
System (о, с) mit dem System (ß,, ß,) in der Ecken- 
anzahl u übereinstimmt, so werden, je nachdem u den Wert 
m, + m, oder den Wert m, + m, — 2 hat, die Flächen f, 
und f, zugleich mit e und о, entweder keine oder eine ge- 
meinsame Kante besitzen. 

Gäbe es nun auf A, eine Ecke («,, ,ي«‎ «,), deren drei 
Seitenflächen auf В, drei Flächen ß,, Bz, Ê, entsprechen, die 
sich nicht auf, sondern erst aufserhalb H, schneiden, so mülsten 
dieselben, da sie paarweise je eine Grenzkante bestimmen, eine 
Flächenzone bilden, welche die übrige Oberfläche des Polyeders 
in zwei völlig getrennte, für sich einfach berandete Bestand- 
teile scheidet: 

Bräi, Ви, В" = В", В, ..., В", 
und es könnte B, keine Kante | ß/, ßx | enthalten. Aus der 
Thatsache, dals auf A, dien — 3 Grenzpolygone 

CET, EE CE O, OR ОА 
eine einzige einfach berandete Flãche zusammensetzen, folgt 
aber, dafs dieses Polyeder mindestens eine Kante а, «| und 
dafs folglich auch В, mindestens eine Kante |ß/, В," | besitzt. 
Die obige bezüglich der drei Flächen ß,, By, 6, gemachte An- 
nahme ist mithin unzulässig, d. h. die drei Flächen bestimmen 
eine Ecke von В,. Q. e.d. 

In engerem Sinne ist eine doppelte Art des Isomorphismus 
convexer Polyeder zu unterscheiden. Zwei solche Körper 

=, are erer nd Ba SB ba 
sollen gleich oder entgegengesetzt gerichtet heifsen, je nach- 
dem zwei in entsprechenden Kanten 

Га, «| und |6, | 
liegende, mit den Köpfen nach entsprechenden ЕсКеп 


(а:, «x, ш) und (Bi, Br, В) 
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gerichtete, ins Innere der beiden Körper blickende Beobachter 
entsprechende Flächen 

e В: und о, fx 
zu gleichen Seiten, die einen zur rechten, die anderen zur 
linken haben oder nicht. 

In der That kann nämlich aus der Gleichheit oder der 
Verschiedenheit der gegenseitigen Lage der durch zwei ent- 
sprechende Kanten |«;, «r|, | Bi, „| gehenden eorrespondie- 
renden Ebenen unmittelbar auf das analoge Verhältnis für 
jedes andere Paar zugeordneter Kanten geschlossen werden. 

Sei ein solches gegeben durch 

ler, ar | und |ßr, Br |, 
und zwar sei vorerst d = i. 

Wenn dann die beiden Grenzpolygone іп с; und Û; resp. 

die aufeinander folgenden Ecken besitzen: 


(01, 0, ов), (а, gr, el, (бы, @, а), -..., (Cys is E 
(Bı, Bi, Br); (Bi, Bi, Bu), (Bro Bi, Ba); GEN (в, Bi, Br), SA 
so zeigt die Anschauung, dass, je nachdem den Kanten («;, ш) 


und (ß;, Px) gleicher oder entgegengesetzter Drehungssinn zu- 
kommt, successive auch die Kantenpaare 
| «i, el und |Bi, Buly |@,в„| und |Bi, Bu |, -e 
Je, orl und |B, Br | 
in dem ihrigen übereinstimmen oder nicht. 

Falls nun û’ ungleich ö ist, so schneide man die beiden 
Kanten (в, а) und (æv, æy) mittelst einer beliebigen Ebene. 
Dieselbe durchschneidet ein Flächensystem: 

ч, в, Оцу e. Bian fen fan 00, 
(в, geet: К), 
in welchem je zwei benachbarte Flächen eine Kante gemein 
haben. Gemäfs dem Isomorphismus der beiden Polyeder mufs 
das Flächensystem 


Bi, Br, Br» ak E Br,» Ês, В,, KA Bi 
die nämliche Eigenschaft besitzen. 
Dann aber genügt die q-malige Wiederholung des vorigen 
Schlusses, um die ursprüngliche Behauptung zu verificieren. 
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Zufolge der Unterscheidung zwischen gleich und ungleich 
gerichtetem Isomorphismus zerfällt zwar die Gesamtheit der 
isomorphen convexen Polyeder eines bestimmten Typus in 
zwei im allgemeinen sich ausschliefsende Complexe. Dieselben 
stehen aber in der einfachen construetiven Beziehung, dafs in 
Bezug auf jede beliebige Ebene des Raumes die Körper des 
einen als die Spiegelbilder der Körper des andern angesehen 
werden können. Daher reicht auch ein einziger Körper hin, 
um die jeweilige Gattung vollständig zu repräsentieren. 


$ 2. Relationen zwischen den morphologischen 
Charakteristiken eines convexen Polyeders. 


Es ist bereits hervorgehoben worden, dafs durch den 
Isomorphismus zweier convexen Polyeder für diese die Con- 
stanz gewisser entsprechender Anzahlen bedingt ist. Die- 
selben fixieren den morphologischen Charakter der Gattung 
und können füglich als deren morphologische Invarianten be- 
zeichnet werden. Eine nähere Betrachtung zeigt alsbald, dafs 
sie nicht unabhängig von einander sind, dafs vielmehr zwischen 
ihnen zahlreiche Beziehungen stattfinden. 

Die drei ersten dieser Invarianten, die Anzahlen n, k und 
r der Flächen, Kanten und Ecken, genügen bekanntlich der 
Euler’schen Relation: 

1) n—k+r=2. 
Werden ferner. die Anzahlen 2, und у, der h-seitigen Flächen 
und h-kantigen Ecken eingeführt: 

ЗР ИГЕ 


so treten folgende leicht zu erweisende vier Gleichungen hinzu: 


2a) EE ut روت ا‎ = 5 

2b) За + 42, + °°° + (n — 0а = 2k. 
3a) Ys + E тү, 

3b) Зу + 4y + °°° + (n — 1)у„— = 2k. 


Die Gleichungen 2b) und 30) lassen sich schreiben: 
2b) 3, +5 +. )+22, + ts +3, +2, + )=2%, 
3b) 3, + ys + )+2@u + ys + 3y F 2y, +) = 2k. 
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Demnach ist jede der beiden Summen 


кс үс адыл у yon = 
ohne Rest durch 2 teilbar; also: 
In jedem convexen Polyeder ist die Anzahl der unpaaren*) 


lächen . 5 
Grend есеп 8 gerade Zahl. 
Speciell folgt hieraus: 
p CR i flächen 
Ein Polyeder mit einer ungeraden Anzahl von Grenz ken 
besitzt mindestens eine paare ТЕ н 
ecke. 


Multipliciert man die Gleichungen 2a) und За) mit 6 und 
subtrahiert alsdann von denselben resp. die Gleichungen 2b) 
und 3b), so resultiert: 
9с) За, +2, + t, — u — 22, — 30, — zm bn — 2k, 
Зе) Bys +24 + Ys — Yr 25, З — er 2k, 
oder, da die ж und y nur positive ganze Zahlen einschliefslich 
0 bedeuten: 


4a) За, + 22, + 25 > ôn — 2k, 
4b) 8% + 29, + Y > 6r — 2k. 
Es bestehen daher schliefslich die beiden Ungleichungen: 
5a) Tg + 24 Ze 21 > ES gl H 
> | 6r —2k 
5b) > [272]. 


Nun berechnen sich für ein convexes n-flach mit durch- 
gängig dreikantigen Ecken die Anzahlen > und E gemäfs den 
beiden Formeln 

n—k+r=2 und 20 = är 
als lineare Functionen von n, nämlich: 
r=2n — 4, k=3n—6. 

Dadurch, dafs bei stetiger Variation der n Grenzebenen 
die 20 — 4 dreikantigen Ecken gruppenweise coincidieren, geht 


*) Ich bezeichne eine (тел 
eck 


sie durch eine paare oder unpaare Anzahl von Kanten bestimmt ist. 


е als paar oder unpaar, je nachdem 
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eine gewisse Zahl der Kanten verloren, und zwar absorbiert 
das Auftreten einer p-kantigen Ecke genau sowohl p— 3 
Ecken als р — 3 Kanten. Setzt man daher 
"+4 о = 2п —4, 
so ergiebt sich 
би — 2k = 12 + 20. 
Also ist allemal 


4a) 32, + 22, + a, > 12 + 20 und 
= 2 
5а) n+ аа 4+ [0]. 


Ganz analog führt der reeiproke Entstehungsprocess des Po- 
lyeders zu den Ungleichungen: 


EIN 3y, +2, + 50, > 12 + 2 und 
= 2 
5b) nt nt һ® 4+ |. 


Unter den n Grengflächen bezw. den r Grenzecken eines 
beliebigen convexen Polyeders existieren somit stets mindestens 


4+ E ] resp. 4 + E ] , welche durch weniger als sechs Kanten 


bestimmt sind. 

Auch für die Summe x, + y; lälst sich eine untere Grenze 
angeben. Unter Benutzung der Gleichungen 2a) und 3a) 
nehmen 2b) und 3b) die Form an: 


2b) 2k + ty = 4n +, +2, +: 

3b) 2k + ys = 4r + ys +H 2y, +. 

Addirt man die Gleichungen und wendet die Relation 1) an, 
so erhält man: 

6) Ba + y = 8 + (xs + y) 1 206 tH yo) t 

In jedem convexen Polyeder hat die Gesamtzahl der drei- 
seitigen Flächen und dreikantigen Ecken die Zahl 8 zum Mi- 
nimum. 

Den fünf „Stammgleichungen“ 1), 2) und 3) subordiniert 
sind weitere Gleichungssysteme, die sich auf die Art der Zu- 
sammensetzung eines jenen genügenden Flächen- und Ecken- 
systems zu der Gesamtoberfläche des Polyeders beziehen. 


Bezeichnet einerseits 20, die Anzahl der p-seitigen Grenz- 
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flächen, welche durch hq-kantige Ecken gehen, andrerseits 
# die Anzahl der q-kantigen Ecken, welche in hp-seitigen 


Grenzflächen Ee so muss sein: 


7) D SE > h у” 3 


LE) 
»g=3,45..,n—1; 
п—1 

Ta) У Уа = рх, 
0223 =1 
р = 3,4, -::,п — 1; 
п—1 р 

Tb) Ku Љу = 19, 
р=з i= 


SA mz 


Es mag genügen, hier auf die Existenz solcher und ähn- 
licher Gleichungen hingewiesen zu haben. Für die weiteren 
Betrachtungen sind dieselben ohne Bedeutung. 


$ 3. Fundamentalconstruetionen. 


Der naturgemäfse Entstehungsprocels eines convexen 
n-Hachs А, besteht darin, dafs von einem aus n — 1 seiner 
Ebenen gebildeten n — 1-flach A„_ı mittels einer a Ebene 
a, ein (m + 1)-fach А-н abgeschnitten wird, wenn m die 
Anzahl der Seiten der in а, gelegenen Grenzfläche von A, be- 
zeichnet. Ganz analog wird das (n — 1)-flach A„_, mittelst 
einer (n — Ur Ebene а, 1 aus einem (n — 2)-flach Au, 
dieses mittelst einer (n — 2)" Ebene «,_s aus einem (n— 3)- 
flach А„—з, u. s. Ё, schliefslich das 5-flach A, mittelst einer 
fünften Ebene «, aus einem 4-flach A, abgeleitet. 

In diesem Constructionsverfahren motivieren die Aus- 
führungen des vorigen Paragraphen eine wesentliche Verein- 
fachung. Da nämlich laut Formel 4a) jedes Polyeder A, min- 
destens vier Grenzflächen besitzt, die sämtlich höchstens fünf 
Seiten besitzen, so kann allemal die Ebene «, mit der Ebene 
einer dieser Flächen identificiert werden. Hierdurch tritt aber 
der folgende fundamentale Satz in Evidenz: 
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Theorem 1. Jedes convexe Polyeder kann aus einem durch 
vier seiner Grenzebenen bestimmten Tetraeder lediglich mittelst 
drei-, vier- und fünfseitiger ebener Schnitte construiert werden. 

Um von einer derartigen Construction, einer sogenannten 
Fundamentaleonstruction, eine klare Vorstellung zu gewinnen, 
scheint es zweckmäßig, einige Operationssymbole einzuführen: 
Je nachdem die Ebene а, eine drei-, vier- oder fünfseitige 
Grenzfläche des n-flachs A, enthält, schneidet sie von dem 
(n— 1)-flach A,_ı eine dreikantige Ecke (а, œr, с), eine 
Kante | «r, eil oder zwei in einer Ecke sich treffende Kanten 
[а, «| und |с, œ| ab. Ich wähle für diese drei Operationen 
resp. die Schreibweisen: 


«„-*- ICH Gr, в“), an — | ax, el, o A [| «i, el, | æi, ell, 
Geht im besonderen die Ebene с, durch eine oder mehrere 
Ecken a, b, ... von 4,1, so soll zum Ausdruck hierfür ge- 
schrieben werden: 


(a,b, - - -) а э WER 


Unter Anwendung dieser Bezeichnungsweisen ergiebt sich 
beispielsweise als Schema einer вресіеПер F.-Construction eines 
Pentagon-Dodekaeders, wenn шап о, s, «¢, ¢, zu den Ebenen 
des F.-Tetraeders A, wählt: 


оз, о), 9. P (05, €, а), о = | e gel,‏ ,0( وه 

т | | 

gur | ag, 4 |,‏ ,| یه روه | وه ,ايه روه | ګ وه ,| ريه | = وه 
аз © [| вв, «sl, |as, 911.‏ 


Dafs und wie im allgemeinen aus einer gegebenen F.-Con- 
struction die Kanten und Ecken einer beliebigen Grenzfläche 
des resultierenden Polyeders zu bestimmen sind, zeigt folgende 
Überlegung: Gesetzt, es sei die Aufgabe in Bezug auf die 
Grenzflächen des von den vier F.-Ebenen und den ersten 
m Schnitten gebildeten (4 + m)-flachs bereits gelöst, so ordne 
man die Seitenflächen einer Grenzfläche «;*) desselben zu einer 
Folge: 


Oiya быу e б, 


*) Es wird hier eine Grenzfliche kurz durch ihre Ebene be- 
zeichnet. 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 2 
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in welcher je zwei benachbarte Flächen mit «; eine Grenzecke 
bestimmen. Dann mufs der erste unter den übrigen n — m — 4 
Schnitten 


Cm, Amts re; Anz 


welcher die Grenzverhältnisse in о; verändert, durch ein Ope- 
rationssymbol definiert sein, das seinem Typus nach zwischen 
nachstehenden vier Formen wechseln kann: 


1) ez (0, в, “i 2) « = Jan: 


8) еа ре, е, |р 9 E= ы 


R 


Entsprechend diesen vier Möglichkeiten ordnen sich die Seiten- 
flächen von о; resp. zu den vier Reihen 


1) fo: en Bian 0) Cingar еә رو‎ 
, 

2) Giy en Qip gr ر‎ дуу e en б, 

3) Dunn An ®, Mia ٠۰٠ Ciga 
, 

4) Cigs rey Cigs Ө, Bains en бр. 


Auf ganz analoge Weise ist nun die nächstfolgende Seiten- 
fläche von о; zu ermitteln und unter die schon vorhandenen 


einzureihen u. s. Ё | 
In dem obigen Beispiele des Pentagon-Dodekaeders findet 


man so als Seitenflächen der zwölf Grenzflächen 
«,|%):@, в, в, ац, زيه‎ ga lex رورت روت‎ бш, 95 
ole: 0, Qis, у, 95 lr в, в, Oz, My; 
as |:%, бё, бу, бү, о; Ge |294, Qg, Qio, б, б; 
ب‎ |:%, в, «л, 95у زت‎ Qg |101, 93, 016) 06) б; 
101) Qs, Go: Qr, 945 Golia, 08) Ges б, з} 
бу. 


ki 


ац |2935 9) ©, 95) б»; 5 |193, Da Gu: 955 
Aus den bisherigen Erörterungen erhellt, dafs jede F.-Con- 


struetion zu einem gestaltlich unzweideutig bestimmten con- 
‘vexen Polyeder führt, d. h. dafs übereinstimmende F.-Construe- 


*) Durch das Symbol e, | а; soll ausgedrückt werden, dafs die 
beiden Grenzflächen а; und o, eine Grenzkante |«;, «, | gemein haben. 
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tionen stets isomorphe Körper ergeben. Dagegen zeigt schon 
die Constructionsanalyse eines Tetragon-Hexaeders, dafs auch 
verschiedenen F.-Constructionen isomorphe Resultate ent- 
sprechen. Denn stellen wieder e, «,, а, œ, die vier F.-Ebenen 
dar, so bestimmt jede der beiden Constructionen 

1) وی‎ S (0, а, 0), а |а, о,| und 

2) а = | وب‎ в,|, а = |as, а,| 

ein Tetragon-Hexaeder. Diese Mehrdeutigkeit in der Reduction 
eines convexen Polyeders auf eine F.-Construction bildet das 
wesentlichste Hindernis für die Ausführung des an sich nahe- 
liegenden Gedankens, von den F.-Constructionen aus die Syste- 
matisierung”*) der verschiedenen Polyedertypen zu versuchen. 


$ 4. Allgemeine und singuläre convexe Polyeder. 


Die vergleichende Betrachtung der convexen Polyeder in 
Bezug auf ihren Allomorphismus bedingt in erster Linie eine 
Zweiteilung derselben in allgemeine und singuläre. Allgemein 
in morphologischem Sinne ist ein convexes Polyeder, wenn in 
jeder Ecke genau drei, singulär, wenn auch nur in einer Ecke 
mehr als drei seiner Grenzflächen zusammenstofsen. Während 
also die Grenzebenen eines allgemeinen Polyeders an die 
einzige Bedingung gebunden sind, auch wirklich ein und den- 
selben ganz bestimmten Raum einzuschliefsen, finden zwischen 
denjenigen eines singulären noch lineare Abhängigkeiten statt. 

Jedes singuläre convexe Polyeder stellt einen gemein- 
samen Grenzfall mehrerer allomorphen allgemeinen Polyeder 
dar. Um eines der letzteren zu erhalten, wähle man, wenn 


*) Die Figuren der Tafel (1) veranschaulichen die verschiedenen 
Typen der von weniger als acht Ebenen begrenzten allgemeinen Po- 
Iyeder. Das Constructionsprincip derselben, sowie derjenigen der anderen 
Tafeln besteht darin, dafs innerhalb des über einer Grenzfläche (a, > 
von A„ durch die Grenzebenen bestimmten Seitenkörpers ein Punkt an- 
genommen, und aus demselben die Oberfläche des Polyeders, d. h. dessen 
Ecken und Kanten auf (e, > projiciert wird. Man überzeugt sich leicht, 
dafs An stetig und sich selbst isomorph in seinen so erhaltenen Schein 
übergeführt werden kann und zwar lediglich durch Drehung der Ebenen e 
(i = 2, 3, ... n) um die festen Geraden "e, с |. 

9+ 
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«,,..., а die Grenzebenen des gegebenen singulären Po- 
lyeders 4, sind, in denselben n Geraden 01, ..., gn, so dafs 
keine von ihnen irgend eine Verbindungsgerade zweier Ecken 
von A, schneidet. Dreht man alsdann zuerst ex um g, in 
eine solche Lage e, dafs weder in dem dabei durchstrichenen 
Raume noch auch in a, eine Ecke von A, enthalten ist, 
dreht darauf unter Zugrundelegung des von den n Ebenen 
ep а gebildeten n-eders А, а, entsprechend um g, 
in eine Lage e u. з. f., so ist das Endresultat ein allgemeines 
n-eder А welches mit A, insofern isomorph ist, als einer 
Kante |«;, el von А, auch wieder einer Kante |«;, о | von 
SC entspricht. Die Art der hierbei erfolgenden Auflösung 
einer „singulären“ Ecke von A, in ein System mehrerer ge- 
trennten Eeken von d ist abhängig einerseits von den Lagen 
derjenigen Geraden g, welche in den die Ecke enthaltenden 
Ebenen e liegen (als Charakteristikum einer bestimmten Lage 
die Art der Verteilung der besagter Ebene angehörigen Ecken 
auf die beiden durch die Gerade getrennten Halbebenen auf- 
gefafst), andrerseits von dem Sinne einer jeden der mit diesen 
Ebenen ausgeführten Drehungen. Tritt in dem einen oder in 
dem anderen oder її beiden Punkten eine Änderung ein, so 
auch in dem morphologischen Charakter von A. 

Die singulären convexen Polyeder können wiederum je 
nach dem Grade ihrer Singularität in Klassen geordnet werden. 
Als besagten Grad definiere ich für ein singuläres n-flach A, 
die Gröfse 

Ya + E +: + (n — 4)у„— = 2k — 3r, 


eine Zahl, der successive die Werte 1, 2, 3 u. s. w. beizulegen 
sind, und durch welche die Anzahl der zwischen den Grenz- 
flächen unabhängig von einander bestehenden linearen Depen- 
denzen angegeben wird. 

Eine erschöpfende Morphologie der convexen Polyeder 
hätte zuerst die Klasse der allgemeinen, dann in aufsteigender 
Reihenfolge die verschiedenen Klassen der singulären zu be- 
handeln. Ich werde mich in den weiteren Untersuchungen 
ausschliefslich auf die allgemeinen convexen Polyeder beziehen. 
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5 5. Die Kreuzungskanten eines allgemeinen convexen 

Polyeders. 
Ist ein allgemeines convexes Polyeder gegeben: 
AN, ee 0а, 
so nenne ich eine Kante |а, œ| eine Kreuzungskante des- 
selben, wenn die Eckpunkte der Kante durch zwei Grenz- 
flächen «;, а. bestimmt werden, welche sich aufserhalb A, 
schneiden. 

Durch eine beliebige Grenzecke a = (а, «з, аз) gehen im 
allgemeinen mindestens zwei Kreuzungskanten. Denn sind b, с, d 
die zweiten Eckpunkte der Kanten |с, es, |а, «|, |93, «| 
und sind о, &4, а; die durch dieselben gehenden Grenzebenen, 
so zeigt die Anschauung, dafs falls die Gerade («,, «,) Kante 
von 4, ist, die Geraden "es, @,| und |а, gel ganz in den 
Aufsenraum von A, fallen. Eine Ausnahme von dieser Regel 
tritt in dem Falle ein, wo a Ecke eines Grenzdreiseits ist. 
Vertritt nämlich «œ, die Ebene des letzteren, so sind œ, und 
с; identisch, und |а, «,| ist die einzige durch a gehende 
Kreuzungskante. 

Die Bedeutung der Kreuzungskanten erklärt sich aus 
folgendem Satze: 

Werden die Grenzebenen eines gegebenen allgemeinen con- 
vexen Polyeders A, stetig im Raume variiert, so wird eine mor- 
phologische Anderung desselben stels dann und nur dann ein- 
treten, wenn nach erfolgter Coineidenz der Eckpunkte (а, а, а) 
und (an, &, a) einer Kreuzungskante |as, «| diese aus der 
Reihe der Kanten von An ausscheidet, während zugleich die vor- 
herige Aufsengerade "e: «m| in die Reihe der Kanten neu ein- 
tritt. Dabei können die Variationen der Ebenen e stets so ge- 
wählt werden, dafs jede beliebige Kreuzungskante ausgeschieden 
wird. 

Was den ersten Teil dieses Satzes anlangt, so wird dessen 
Richtigkeit unmittelbar durch die Anschauung bestätigt. Um 
die Natur der jedesmal eintretenden morphologischen Ände- 
rungen von A, ganz zu übersehen, seien die Seitenanzahlen 
der in den Ebenen «;, “x, &, @„ liegenden Grenzflächen vor 
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deren Kreuzung durch ш, ue, ш, Um, nach der Kreuzung 
durch и/, uk, Wi, Um bezeichnet. 

Zufolge des Rollenwechsels der Geraden |а, el und 
| «:, gl bestehen zwischen diesen 2 · 4 Zahlen die Beziehungen: 


ш—1=—=ш,‚ ш—1=ш; 
ш+1= ш, ш-+1=ш„. 


Den zweiten Teil des Satzes betreffend wähle ich 4, = о, 
Čs, «,, «, zu einem Kreuzungsvierflach mit "e, œ| zur 
Kreuzungskante, so erledigt sich zunächst der Fall, wo wenig- 
stens eine der beiden Ebenen «,, а; ein Grenzdreiseit ent- 
hält. Alsdann genügt nämlich eine einfache Drehung der 
betreffenden Ebene « um die der Ecke (oz, «s, о) gegen- 
überliegende Seite des Dreiseits, die gewünschte Kreuzung von 
а, «| und le, «, | herbeizuführen. н 

Aus der weiteren Bemerkung, dafs A, als Tetragon- 
Hexaeder bestimmt ist, falls die vier Ebenen «,, а, &, &, 
je ein Grenzvierseit enthalten, und dafs dann eine einfache 
Drehung der Ebene e, um die Verbindungsgerade der als fest 
angenommenen Ecken («,, «y, gel und («,, аз, e) gleichfalls 
zu der gewünschten Kreuzung führt, folgt, dafs von den Grenz- 
flächen der vier Ebenen höchstens drei als Vierseite, die vierte 
mindestens als Fünfseit vorausgesetzt werden kann. 

1) Es mögen «|, @,, а, je ein Grenzvierseit, «, ein Grenz- 
fünfseit enthalten. Bezeichnen «, und «, diejenigen zwei 
Ebenen, welche resp. die auf den Kanten |с, а, | und |«,, «y | 
ausser (@,, а, gl noch liegenden zwei Ecken von A, be- 
stimmen, so zeigen die gemachten Annahmen, dafs ihre beiden 
Grenzflächen mindestens je fünfseitig sind. Wenn nun die 
Anzahlen der in den sechs Ebenen «,, ..., «, vorhandenen 
drei-, vier- und fünfseitigen Grenzflächen resp. durch т, 21, “sg, 
die entsprechenden Anzahlen für die übrigen n — 6 Ebenen 
Qr, ..., @, durch resp. 21”, Ж, ,&, bezeichnet werden, so er- 
giebt sich unter Benutzung der im $ 2 erwiesenen Ungleichung 


З as) + (eet a) + (ау + а) 518, 


` 
die andere 


За" 224 2" 53. 


www.rcin.org.pl 


$ 5. Die Kreuzungskanten eines allgemeinen convexen Polyeders. 23 


2) Es mögen in den vier Ebenen «,, а, @,, «, höchstens 
zwei Grenzvierseite und höchstens zwei Grenzfünfseite liegen. 
— Da le, «,| Aufsengerade von A, ist, so existieren unter 
den übrigen n — 4 Grenzebenen notwendig zwei, etwa с; und с, 
deren Schnittgerade Kante von A, ist, und die mit den ersten 
vier Ebenen ein Sechsflach bestimmen, in Bezug auf welches 
|æ, «,| gleichfalls Aufsengerade ist. Die Grenzpolygone in 
а und а; können nicht beide Dreiseite sein, da sonst А, als 
ein Tetraeder bestimmt wäre. Also mufs das eine mindestens 
ein Dreiseit, das andere mindestens ein Vierseit sein. Werden 
jetzt wieder die sechs Ebenen œ, ..., ge den п — 6 Ebenen 
me «n gegenübergestellt, und mit Bezug auf erstere die 
Anzahlen 74, 21, dg, mit Bezug auf letztere die Anzahlen 
ANN, % eingeführt, so gelten dên gemachten Annahmen 
zufolge die Beziehungen: 


За + 2a) +2, <11 
Ae +22, af >1. 
Durch die den beiden Annahmen 1) und 2) entsprechenden 
zwei Ungleichungen 
1) Bay +22 + 2° > З 
2) Bn +2, + ag" 51 
wird folgendes bewiesen: 

Ist A, ein Kreuzungsvierflach von А„, dessen Seiten- 
flächen kein Grenzdreiseit enthalten, so lassen sich stets zwei 
weitere Grenzebenen о; und с; bestimmen, deren Sehnittlinie 
eine Kante von A, ist und die mit A, zusammen ein Tetragon- 
Hexaeder constituieren, in Bezug auf welches A, gleichfalls 
Kreuzungsvierflach ist. Dann giebt es unter den übrigen 
n — 6 in den Ebenen œ, ..., а, gelegenen Grenzflächen von 
А, mindestens eine, etwa die in @„, welche von höchstens 
fünf Seiten begrenzt ist. 

Scheidet nun а, aus der Begrenzung von A, aus, so 
bleibt A, als Kreuzungsvierflach von A, auch Kreuzungs- 
vierflach für das resultierende (n — 1)-flach A. Es wird 
daher A, entweder in einer der beiden Ebenen а, «, ein 

. Grenzdreiseit des Polyeders A„—ı enthalten, oder mit Be- 
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zug auf letzteres die unter 1) und 2) gemachten Annahmen 
erfüllen. — Im zweiten Falle giebt es unter den n — 7 Grenz- 
ebenen @,, ..., &-ı wiederum mindestens eine, etwa @„_ı, 
welche das (n — 1)-fach А„_| in einem Polygon mit weniger 
als sechs Seiten begrenzt. Scheidet diese Ebene aus der Be- 
grenzung von А„_ aus, so bleibt A, Kreuzungsvierflach von 
A, und folglich auch von dem resultierenden (n — 2)-flach 
Аһ—з, und wieder wird entweder eine der beiden Ebenen «,, o, 
ein Grenzdreiseit von A„_s oder mindestens eine der n — 8 
Ebenen «,, ..., Cus, etwa аз, ein von weniger als sechs 
Seiten begrenztes Grenzpolygon enthalten. — Im zweiten Falle 
ist die eingeschlagene Analyse fortzusetzen und in derselben so 
lange fortzufahren, bis man entweder auf ein m-flach Am stölst, 


° (m51), 


welches in «, , resp. in с, ein Grenzdreiseit besitzt oder bis man 
zu dem Hexaeder A, gelangt. 


Berücksichtigt man aber, dafs in dem einen wie in dem 
anderen Falle eine einfache Drehung von ¢, oder von «œ, um 
eine feste Gerade ausreicht, um die Coineidenz der beiden 
Ecken (e, с, e) und («,, ge, с) in der verlangten Weise 
herbeizuführen; erwägt man ferner, dafs sowohl eine Ebene 
мл als eine Ebene «gy, in ihrer Lage zu den Ebenen mit 
kleineren Indices durch eine F.-Operation bestimmt wird, welche 
von den genannten zwei Ecken durchaus unabhängig und also 
durch deren gegenseitige Lage in ihrer Ausführbarkeit nicht 
im geringsten gestört wird, so erhellt, wie die » Grenzebenen 
von A, stets so stetig variiert werden können, dafs genau die 
gewünschte Kreuzung der Geraden | ag, «,| und |«,, «,| und 
nur diese eintritt. Q. e. d. 


Aus der Thatsache, dafs eine Änderung in dem morpho- 
logischen Charakter eines allgemeinen Polyeders immer und 
nur zugleich mit einem Wechsel in dem Systeme der Kreuzungs- 
kanten erfolgt, kann geschlossen werden, dafs der morpho- 
logische Charakter durch das System der Kreuzungskanten 
vollkommen und unzweideutig bestimmt ist; mit andern Worten, 
dafs zwischen zwei allgemeinen Polyedern Isomorphismus statt- 
hat, wenn sie in den Systemen der Kreuzungskanten überein- . 
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stimmen. Dieser Schlufs ist auch direct leicht zu bestätigen. 
Denn sind A,, und B,, die beiden Polyeder, und ist («;, ох, с) 
irgend eine Ecke des ersten, so giebt es bekanntlich unter 
den drei Kanten |«;, «|, | er, а | und | о, «;| mindestens eine 
Kreuzungskante, etwa | «;, «|. Dann aber ist nach Voraus- 
setzung die Gerade |ß;, В: Kreuzungskante von B,, und ß, 
eine durch einen Endpunkt dieser Kante gehende Grenzebene. 
Also entspricht einer Grenzecke («;, ар, el von An wieder 
eine Grenzecke (Bi, Br, Bi) von B,,, d. h. die beiden Polyeder 
sind isomorph. 

Hält man ein beliebiges n-eder A, vom Typus A fest 
und definiert die kleinste Anzahl m von Kreuzungen, vermöge 
deren A, in ein n-eder B, vom Typus В übergehen kann, 
als das Mats der morphologischen Differenz oder Distanz von 
A und B, so ordnen sich die einzelnen Gattungen des all- 
gemeinen convexen n-eders entsprechend der Gröfse ihrer Ab- 
stände von der Gattung A in Gruppen. Es besteht im Prineip 
keinerlei Schwierigkeit, successive die dem Typus A „benach- 
barten“ Typen der ersten Gruppe, aus diesen diejenigen der 
zweiten u. s. f, schliefslich aus allen vorhergehenden die Typen 
der letzten Gruppe abzuleiten und so ein natürliches System 
der allgemeinen convexen n-eder aufzustellen. Dabei scheint 
es im Interesse der Übersicht geboten, zum Kern des Systemes 
ein n-eder mit möglichst vielen, nämlich mit 3n — 6 Kreuzungs- 
kanten zu wählen. Das allgemeine Bildungsgesetz eines solchen 
Körpers ergiebt sich aus der Beobachtung, dals derselbe ein 
Grenzdreiseit nicht enthalten kann, dafs er ferner durch die 
Einführung, wie durch die Ausscheidung eines Grenzvierseits 
in einen analogen Körper übergeht, und dafs endlich die Ein- 
führung und Ausscheidung eines Grenzfünfseits den gleichen 
Erfolg hat, aufser in dem Falle, wo die genannte Operation 
die Entstehung eines Grenzdreiseits nach sich zieht. Wendet 
man daher die als zulässig erwiesenen Operationen in allen 
möglichen Combinationen nach einander auf das Tetragon- 
Hexaeder und jeden neu resultierenden Körper an, so wird 
man alle verlangten n-eder erhalten. Unter denselben erscheint 
wiederum ein Körper von dem Typus eines n — 2-kantigen 
Prismas der Construction nach am einfachsten. Ist nämlich 
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die Gerade |«;, «,| eine Kante eines Tetragonhexaeders A,, 
so führen die Operationen 

|, gel, ®-"|%®,в|,..., En = | Ens; an-ı] 
zu dem gewünschten Polyeder. 

Eine ähnliche, wenn auch nicht gleich ausgezeichnete 
Stellung, wie die n-eder mit der Maximalzahl, nehmen die- 
jenigen mit der Minimalzahl von Kreuzungskanten ein. Ein 
solches ist durch die Bedingung bestimmt, dafs unter seinen 
Grenzflächen möglichst viele Dreiseite vorkommen. Da nun 
eine Grenzecke nicht mehr als einem einzigen Dreiseit an- 
gehören kann, weil sonst zwei Dreiseite eine Kante gemein 
hätten, und mithin das Polyeder ein Vierflach sein mülste, so 

2n—4 


folgt, dafs höchstens [ S 


können. Um einen Körper mit dieser Anzahl von Grenzdrei- 


] Grenzdreiseite vorhanden sein 


` 8 2n—4 H 
seiten zu construieren, hat man aus n — [ 5 ] Ebenen irgend 


ein Polyeder zu bilden und von demselben Ka Ecken 


mittelst ebenso vieler weiteren Ebenen abzuschneiden. Die 
Anzahl der Kreuzungskanten des resultierenden n-flachs stellt 
sich im allgemeinen auf 


eine Zahl, welche, falls n von der Form 6v + 6 ist, sich um 
eine Einheit vermindern kann. 


$ б. Die Continuität einer Polyedergattung. 


Die bisherigen Betrachtungen finden, soweit sie sich auf 
das allgemeine convexe Polyeder beziehen, eine wesentliche 
Ergänzung und zugleich einen gewissen Abschlufs in dem Satze: 

Theorem 2. Zwei isomorphe allgemeine convexe Polyeder An 
und B, lassen sich allemal stetig und unter Erhaltung ihres 
morphologischen Charakters in einander überführen. 

Um den Satz vorerst für den einfachsten Fall n = 4 zu 
verificieren, bringe man entsprechende Ebenen zum gegen- 
seitigen Durchschnitt. Das Ebenenpaar «,, ß, teilt den Raum 
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in zwei Paare von Scheitelräumen, von denen das eine durch 
(œ, Bi), das andere durch («,, ß,), bezeichnet werde. Liegt 
der Punkt (œs, gx, оц) aufserhalb des Raumes («,, |), so 
drehe man œ, um |«,, {| innerhalb desselben, andernfalls 
innerhalb des anderen, bis in die Lage von ß,. Hierdurch 
geht das Vierflach o, о, о, с; isomorph mit sich selbst 
stetig in das andere |, о, 03, «, über. Ganz analog wird 
dieser Körper in das Vierflach ß,, Ê, с, «ү, dieses in ß,, Ês, 
Bs, «1, und dieses endlich in ß,, ba, Bs, B, übergeführt werden. 

Gesetzt, der Satz sei successive für die Fälle m = 5, 6, 
..., п = 1 bewiesen. Um ihn auf den Fall m = n auszudehnen, 
sind mehrere Eventualitäten zu erörtern. 

1) Kommen unter den Grenzflächen der beiden n-eder, 
etwa in а, und В,, Dreiseite vor, so sind auch die beiden 
(n — 1)-flache A,„-ı und B,_ı offenbar allgemein und isomorph. 
Während nun A„_ı isomorph mit sich selbst stetig in В, 1 
übergeführt wird, kann gleichzeitig die Ebene с, во continuier- 
lich fortbewegt werden, dals sie stets aufserhalb der Ecken 
des zugehörigen (n — 1)-flachs verbleibt. Bezeichnet e, ihre 
Endlage, so wird einer der beiden Räume («,, ß,), und 
(а, Bu); alle, der andere keine Ecke von B,_, enthalten. 
Dann vollendet eine einfache Drehung von а, um die Gerade 
|an, „| innerhalb des zweiten Raumes die gewünschte Über- 
führung von А„ in B,. 

2) Es seien unter den Grenzflächen von A, und H, zwar 
keine Dreiseite, aber in den Ebenen e, und В, zwei Grenz- 
vierseite vorhanden. Dann werden die Körper A„—ı und Б„_, 
entweder ebenfalls isomorph oder benachbart allomorph sein, 
In beiden Fällen lasse man A,_, continuierlich in Б, über- 
gehen und zwar im ersten Falle isomorph mit sich selbst, im 
zweiten Falle durch einen Grenzzustand hindurch, in welchem 
eine Kreuzung der vier Seitenflächen des in с, gelegenen Grenz- 
vierseits eintritt. In jedem Falle kann aber die Ebene «, 
gleichzeitig so stetig variiert werden, dafs sie aufserhalb der 
Ecken des jeweiligen (n — 1)-flachs verharrt. Wenn daher 
Anı in B,_ı übergegangen ist, wird o, stetig eine Lage o, 
angenommen haben, aus der sie durch einfache Drehung um 
Je, В„| in die Lage В, gelangt, ohne dabei eine Ecke von 
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B„—ı zu passieren. Dann aber ist wiederum A, stetig und 
mit sich selbst isomorph in B, übergeführt. 

3) Wenn endlich A, und В, weder dreiseitige noch vier- 
seitige Grenzflächen besitzen, so können und sollen die Ebenen 
а, und В, zu denjenigen gerechnet werden, welche Grenzfünf- 
seite enthalten. Unter dieser, Voraussetzung seien oe, о, 
"..,% und В,, Ê», ..., В, diejenigen Grenzebenen, welche 
resp. durch die Seiten der Fünfseite in а, und f, gehen. 
Dieselben bestimmen zusammen mit den zuletzt genannten 
zwei Ebenen je ein Sechsflach. Hierbei kommen aber mehrere 
Möglichkeiten in Frage: 

a) Die beiden Sechsflache können in dem Sinne isomorph 
sein, dafs gleich indieierte Grenzflächen einander entsprechen. 
Daun sind auch die beiden n — 1-Насһе А, und B,—ı in 
demselben Sinne isomorph. In diesem Falle genügt es, А„ ү 
stetig und sich selbst isomorph in B,„_ı überzuführen und 
dabei а, so continuierlich fortzubewegen, dafs diese Ebene 
aulserhalb der Ecken des begleitenden (n — 1)-fachs ver- 
bleibt, bis schließslich eine einfache Drehung von e, um die 
Schnittgerade | «n, „| das n-flach A, auf die verlangte Weise 
in Б, übergehen läfst. 

b) Sind dagegen die beiden Sechsflache allomorph und 
nimmt man, was zulässig ist, an, dafs in e und «, je ein 
Grenzdreiseit, in e, und а; je ein Grenzvierseit, in а; ein 
Grenzfünfseit gelegen sei, so hat man rücksichtlich des zweiten 
Sechsflachs im wesentlichen folgende zwei Constructionsweisen 
zu unterscheiden: Entweder enthalten ß, und ß, je ein Drei- 
seit, ß, und ß, je ein Vierseit, und ß, ein Fünfseit, oder es 
liegen in f, und f, je ein Dreiseit, іп В, und В, je ein Vier- 
seit und in ß, ein Fünfseit. 

Im ersten Falle kann die Gerade |а, «,| nicht Kante 
von A, sein, da sonst, dem Isomorphismus von An und B, 
zufolge, die Gerade |ß,, ß,| auch Kante von B, und nicht 
von Bı wäre. Die Gerade |«,, а;| ist daher Kreuzungs- 
kante von An-ı. 

Im zweiten Falle folgt aus analogen Gründen, dafs die 
Geraden | «, , «, | und | о, «, | Kreuzungskanten von А„_ sind. 
Wenn nun A, isomorph mit sich selbst so stetig variiert 
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wird, dafs im ersten Falle einmal die vier Ebenen «,, @,, 0, &, 
im zweiten Falle erst die vier Ebenen e, @,, gu, «, und dann 
die vier anderen e, «z, «4, @, zur Kreuzung gelangen, während 
Kreuzungen anderer Ebenenquadrupel ausgeschlossen bleiben, 
so gelingt es ohne Schädigung des morphologischen Charakters 
von A, zunächst A,_ı mit В, und darauf A, mit В, zur 
Deckung zu bringen. 

Hiermit ist das aufgestellte Theorem vollständig nach- 
gewiesen. 


Zweiter Abschnitt. 
Eine Classification der allgemeinen convexen Polyeder. 


$ 7. Constituierende Flächensysteme. 


Ich definiere ein System gestaltlich unabhängiger Grenz- 
flächen eines gegebenen Polyeders als ein constitwierendes oder 
ein Stammsystem, wenn durch die Anzahl, die Form und den 
gegenseitigen Zusammenhang seiner Elemente der morpho- 
logische Charakter des Polyeders vollkommen und unzwei- 
deutig bestimmt ist. 

In dieser allgemeinsten Definition eines constituierenden 
Flächensystemes findet sich zunächst noch eine Unklarheit, 
nämlich der Begriff des gegenseitigen Zusammenhanges mehrerer 
Grenzflächen. Um denselben zu präcisieren, werde, wenn o 
Grenzebene des betrachteten Polyeders A, ist, das in ihr ge- 
legene m-seitige Grenzpolygon durch ec, bezeichnet. Zwei 
Grenzflächen <«;) und (a> können nun auf dreierlei Weise in 
direetem Zusammenhange stehen: entweder haben sie eine Seite 
gemein, dann sage ich, sie seiten sich und schreibe dafür 

аг) | Kar), 
oder es existieren aufserhalb der beiden Flächen m Kanten 
(Scheitelkanten), welche je eine Ecke der einen mit je einer 
Ecke der anderen verbinden, dann sage ich, die beiden Flächen 
sind m-fache Scheitelflächen und schreibe entsprechend 


СЭС 
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oder es finden endlich beide Umstände zugleich statt, dann 
schreibe ich 
<eD |, aka 

So hat man beispielsweise: 

a) für den Zusammenhang zweier Seitenflächen eines 
Tetraeders: 

<,» |» Ух <©<а›% 

b) für den Zusammenhang zweier Grenzvierseite eines , 

Pentaeders: 
<a |, gC); 

с) für den Zusammenhang zweier Grenzflichen eines Te- 
tragonhexaeders: 

СЭЛ Ke H . 

Jedes dieser drei Bespiele stellt offenbar ein constitu- 
ierendes Flächensystem des bezüglichen Polyeders dar, indem 
einerseits die Flächen eines jeden Paares gestaltlich unab- 
hängig sind, andrerseits ihr Constructionsresultat ein unzwei- 
deutiges ist. Im allgemeinen reicht, wie ein weiteres Beispiel 
zeigt, die alleinige Kenntnis des directen Zusammenhanges 
zwischen den Flächen eines constituierenden Systemes zur ein- 
deutigen Construction des Polyeders nicht aus. Betrachtet man 
nämlich das Flächensystem: 

KK Ke E ч KCO DTCs» 

<=»: | (ess, | Kama, 
so genügen demselben im wesentlichen drei morphologisch 
verschiedene Dekaeder. Man erhält dieselben, je nachdem man 
von einem sechsseitigen Prisma mit den Grundflächen 

weh, und Cade Ch, Bn б) 

mittelst der Flächen Ze," und <«,), zwei Ecken b; und 0,1, oder 
zwei Ecken b; und Bai, oder zwei Ecken b; und Б; abschneidet. 

Zur vollständigen Charakterisierung des Zusammenhanges 
eines constituierenden Systemes sind daher noch die Seiten- und 
Scheitelflächen einer beliebigen Fläche desselben in derjenigen 
Reihenfolge anzugeben, in welcher sie bei einer einfachen, 
ihrem Sinne nach bestimmten Umschreibung besagter Fläche 
hervortreten. In diesem Sinne umfalst das zuletzt angegebene 
Flächensystem die drei constituierenden Systeme: 
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1) KK ж Cen, > i «аз, CCD) D 
Laas Gil KK 1 ads › Ут ©<<«% . 

2) «а: ><), DTCs) DTL уа), 
(egg: | Kay), Уз <<; › | <, т KE 

3) Cas : <), Уз <<; ien KK KC 
(eas: | Cass, >а», | <, ССЭ ` 


Mit der Einführung der constituierenden Flächensysteme 
treten folgende zwei Fragen in den Vordergrund: 

1) Welches sind die allgemeinen Kriterien dafür, ob ein 
System beliebig herausgegriffener Grenzflächen eines gegebenen Po- 
Iyeders ein constitwierendes ist oder nicht? 

2) Wie lautet eine allgemeine Regel, mittelst deren jedes 
constituierende Flächensystem gefunden werden kann? 

Was die Beantwortung der ersten Frage anlangt, so er- 
giebt sich, dafs ein Flächensystem dann und nur dann ein con- 
stitwierendes ist, wenn einerseits von den drei Bestimmungsflächen 
einer Ecke mindestens eine dem System angehört, und wenn 
andrerseits in jeder zugehörigen Fläche mindestens eine Ecke liegt, 
durch welche keine Systemfläche hindurchgeht. 

Von der Notwendigkeit dieser beiden Bedingungen über- 
zeugt man sich leicht, wenn man die gegenteiligen Annahmen 
auf ihre Zulässigkeit hin prüft. Nun folgt aber aus der An- 
nahme, dafs keine der drei in der Ecke («,;, «x, оң) zusammen- 
stolsenden Flächen zu dem constituierenden Systeme gehört, 
dafs alle drei ihrer Form nach unbestimmt sind, da das Kappen 
der Ecke durch einen dreiseitigen Schnitt jenes System nicht 
alteriert, während die andere Annahme, dafs durch jede Ecke 
einer Fläche <«;) des constituierenden Systems mindestens noch 
eine zweite Fläche desselben hindurchgeht, unschwer erkennen 
läfst, dafs («> durch die übrigen Flächen der Constituante 
bereits mitbestimmt, also überschüssig ist. 

Um zu zeigen, dals die aufgestellten zwei Bedingungen 
auch hinreichend sind, wähle man irgend ein denselben ent- 
sprechendes Flächensystem 


«аз, Фу ыз Kay > 


www.rcin.org.pl 


32 Zweiter Abschnitt. 


dessen Zusammenhang als bekannt zu betrachten ist. Dann 
fallen die Ecken einer nicht zu dem ausgewählten Systeme 
gehörigen Seitenfläche «> von «о> mit der Zahl und Lage 
nach ganz bestimmten Ecken der Flächen (a), ..., Са) zu- 
sammen, da zwei bei positivem Umlauf von («„4,> auf ein- 
ander folgende Ecken dieser Grenzfläche entweder durch eine 
Seitenkante eines Polygones (c> oder durch eine Scheitelkante 
zweier Polygone <«,) und «а,» verbunden sind. 

Die angegebene Entscheidung der ersten der zwei auf- 
geworfenen Fragen läfst zugleich auch die zweite beantworten. 
Danach besteht für die Bestimmung eines constitwierenden Systemes 
folgende allgemeine Regel: 

Man greife aus den Grenzflächen des gegebenen Polyeders 
An irgend zwei heraus, etwa Са) und «о>. Giebt es aufser- 
halb derselben noch Ecken von A,, so scheide man eine dritte 
durch eine solche Ecke gehende Fläche e. aus, und fahre, 
falls aufserhalb der drei Flächen <«,), (e>, <æ, auch noch 
Ecken von А, vorkommen, in diesem Eliminationsprocess so 
lange fort, bis mit der letzten auscheidenden Fläche <an> alle 
Ecken von A, absorbiert sind. Nunmehr sehe man zu, ob 
«а> eine Ecke besitzt, die in keiner zweiten der ausgeschie- 
denen Flächen enthalten ist. Trifft dies zu, so prüfe man ganz 
ebenso ve" und successive die folgenden Flächen. Ist <«,) 
die erste Fläche des Systems, welche keine derartige Ecke 
besitzt, so scheide man dieselbe als durch die übrigen gestalt- 
lich bestimmt aus dem Systeme aus, um alsdann die restie- 
rende Reihe В 

СЕУ СУД 
von der Fläche <«,},> ab dem gleichen Verfahren von neuem 
zu unterwerfen. Dann wird das endgültig resultierende System 
ein comstituierendes sein. 

Die constituierenden Flächensysteme eines und desselben 
Polyeders können schon in der Anzahl ihrer Elemente erheb- 
lich differieren. So stellen sowohl bei geradem n die beiden 
Flächensysteme 


1) Са з та (an; 
2) ad da ka jet: 3 (ns) D3 EE 
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als auch bei ungeradem n die beiden anderen 
1) Leai |, KEE 
2) OD 3 KK SE SE lan)? 3 Can ds 


je ein und dasselbe n-eder dar. 


$ 8. Die Stammsysteme der Heptaeder. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen legen es nahe, 
alle diejenigen Flächensysteme in naturgemälser, d. h. in von 
einfacheren zu complicierteren Systemen fortschreitender Folge 
zu entwickeln, welche als constituierende Systeme der ver- 
schiedenen Typen des allgemeinen convexen n-flachs auftreten. 
Es ist schon deshalb von Interesse, auf die Bestimmungsweise 
der n-eder ausführlicher einzugehen, als dieselbe für jedes be- 
liebig gegebene n unmittelbar angewendet werden kann, ohne 
wie die $ 4 besprochene Methode die Lösung der entsprechen- 
den Aufgabe für die niederen Körperformen als schon bekannt 
voraussetzen zu müssen. 


n-eder mit zweiflächigen Stammsystemen. 
Sollen zwei Grenzpolygone Ce: und (ag), ein constitu- 
ierendes System eines allgemeinen conyexen n-flachs bestimmen, 
so sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden: 
1) Die beiden Flächen haben keine gemeinsame Kante, d. h. 


KKK Ca und as) A «а; 
i + k = 2n — 4 


3 


i=ekl=n—2. 


dann ist: 


2) Die beiden Flächen haben eine gemeinsame Kante, d. h. 


RK [, Dest tat und 0) IR <); 
dann gilt: 
i+k=2n—2, 


i=k=n— 1. 
n-eder mit dreiflächigen Stammsystemen. 
Sollen die drei Grenzpolygone (api, <), а): ein con- 
stituierendes System eines n-flachs bestimmen, so sind fünf 


Hauptfälle zu unterscheiden: 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 3 
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1) Die Flächen haben getrennte Kanten, d. h. 
KC ASCE ‚ (> 7 <<, (sD «ау. 
Hiernach gilt: 
itk+il=2n—4, 
ба рет, kepto, LSE, 
2p =i+k—l, 24=—i+k+l, 27 = 1 — Е 4-1. 
2) Zwei Flächen, etwa e" und «а>, haben eine ge- 
meinsame Kante, d. h. 
<«,%:|<в@%», Dg Sar, DKK, Da Ltk 
0%: | CDi, 55.60, Уау, ><}. 
Hiernach bestehen die Relationen: 
itk+l=2n—2, 
i=2+n+m +, k=2+ Pı + Ф + Ps, 1= р, Kë, 
2 =i—k+l, 2, =—i+k+l, 2(p, +p)=itk—1—4. 
3) Eine Fläche, etwa <«,);, hat mit jeder der beiden an- 
deren eine Kante gemein, d. h. 
Хау: |а), A Ca У Сау, | LEi Уаз), У. аһ, 
«ауаз. 
Also gelten die Gleichungen: 
i+tk+l=2n, 
44 tpt ntt, k=2+p +r +P, l=2 +q ras, 
1—4, 20р) 1—4, (А) kt. 
4) Die drei Flächen <a), Са), о): haben paarweise 
je eine Kante gemein, d. h. 
ad: | Cen BER ЗСУ 37 FE KCO Ee Ya; ASCA Op 
ee e ee 
Demnach gelten die Relationen: 
i+k+il=2n+2, 
i=4 TE TEE py, B= 4 +p, rs + EH 
1=4+ а tr BE + 4, Se 
2(ptp)=itrk—i—4, 2+ qa) =i—k+1—4, 
2, + r йе ET 
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5) Sollen endlich die drei Flächen (Di, Со), Соу eine 
Ecke gemein haben, so genügt es, im vorigen Falle die An- 
nahmen zu machen: 

AE 
Dann erhält man: 


2m =itk—i4, Bä =i—kti4, 2 =—iti+i—4, 


n-eder mit m-flächigen Stammsystemen. 

Die Gesichtspunkte für die Ermittlung der n-eder mit 
m-flächigen Stammsystemen stimmen mit den in den Fällen 
т = 2, 3 mafsgebenden durchaus überein und lassen sich 
folgendermalsen ordnen: 

a) Bestimmung der Formen der constituierenden Flächen 


Zënn Radar °°° ën än? 
d. h. Auflösung der Gleichung 


vı Hia + pa =2n— 4 4 210, — +, 
in positiven ganzen Zahlen 
Ш, fan "77 Шт) 
Зс шеп — 1, 
wo k, die Anzahl der Flächenpaare mit gemeinsamer Kante, 
т; die Anzahl der Flächentripel mit gemeinsamer Ecke be- 
zeichnet; 

b) Herstellung aller möglichen Zusammenhangsweisen des 
der einzelnen Lösung entsprechenden Flächensystemes; 

с) successive Erledigung beider Aufgaben für alle zu- 
lässigen Werte von k, und »,. 

Ich unterlasse ein näheres Eingehen auf diese Verhält- 
nisse, da ein solches, an sich umständlich, für die Behandlung 
specieller Fälle keinen wesentlichen Nutzen bietet. 

Um von den angedeuteten Methoden eine Anwendung zu 
machen, diene das Beispiel des Heptaeders. 


I. Heptaeder mit zweiflächigen Stammsystemen. 
1) <«,% >» <<, 
ein Heptaeder mit zwei Grenzfünf- und fünf Grenzvierseiten, 
entsteht aus einem Tetragon-Hexaeder durch das Abschneiden 


einer Kante; 
EM 
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2) <«,% |, Уз Kader 

ein Heptaeder mit zwei Grenzdrei-, drei Grenzvier- und zwei 
Grenzsechsseiten, entsteht aus I 1) durch Kreuzung der Flächen 
<a), und (ay), lüngs einer ihrer Scheitelkanten. 


II. Heptaeder mit dreiflächigen Stammsystemen. 
1) <> Geh (Dg, Laada > D Zënn Laas DILLE 
ein mit I 2) isomorpher Körper; 
2a) (@Ds | <®%› <®% ССЭ (CD D TLCs 
ein Heptaeder mit einem Grenzdrei-, drei Grenzvier- und drei 


Grenzfünfseiten, entsteht aus einem Tetragonhexaeder durch 
das Abschneiden einer Ecke; 


2b) <, ССЭ EAN | (“D4 (®4 PERS? ` 
ein mit I 1) isomorpher Körper; 
Zei KK Уа), | 4), У <<), 
СЭ; (97 , 
ein Heptaeder mit zwei Grenzdrei-, zwei Grenzvier-, zwei Grenz- 


fünf- und einem Grenzsechsseit, entsteht aus II 1) durch Kreu- 
zung der Flächen а, und «а>, längs ihrer Scheitelkante; 
3a) <«,% : 2 Ka | ССЭ | Са), Ik, 
КЭЛ Ух Llasa D 
ein Körper vom Typus П 1); 
3b) <»: | (Ds, > CHE | KK SES dar 
<«з% <» D 
ein Heptaeder mit drei Grenzdrei-, drei Grenzfünf- und einem 


Grenzsechsseit, entsteht aus einem Tetraeder durch das Kappen 
dreier Ecken; 


Зе) ads: | (Ds, Уа), | а), 
СУЯ ›т<% Й 
ein Körper vom Typus Zei: 
3d) <«,%: | Фе, DTK, |<, ><), 
(%224 ССЭ 


ein mit dem vorherigen isomorpher Körper; 
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<: | ad, > RICH | (Ds, 
КЭЛ Уз <<®;% , 


ein mit 2a) isomorpher Körper; 


4a) 


СЭ? : | KK ` Ут <%%Ж%› Ge ССЭЯ ’ | ССИ 
Ceci, |<в%, 


ein mit 3b) isomorpher Körper; 


4b) 


СУЕ | <, >+<<®%%)› КСЛ SC <<«,», 
Са | Cas 


ein mit 2с) isomorpher Körper; 


Ба) 


< H KH | KKH | <, Ут <<, 
<; | DH Ут <Х®%% › . 


ein Körper vom Typus 3b); 


5b) 


<): TKD АШ KK | (ad, > 3 Za, 
Laada | 46, 


ein Körper vom Typus 2с). 


III. Heptaeder mit vierflächigen Stammsystemen. 


1а) 


<), | Ltda, <= ECD KIK 
KKK 12); 


UC KH KSC | «з, «3 0605), 


ad Ate, CDs Arte: U 3b); 

<), |<, Lada | а, 

Ce д 1 <<, СЭЛ Ут СЭЛ > г <<93)3, п 20); 
«а: KANKI i CC (КЭЛ | KKK 
Kay), DTDs › 130); 

ad: DTK Ут), DT <<, 

Са, |5, Ха, |, CD, |а, H 2а); 
KK | KN KE H | <), | Zë Can ECK 1 2); 
KK | KKK Tw |,» CTED] SCH Jeu Kae 
Zoe |<®%, Ka DTE H 20). 
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Die angegebenen Flächensysteme umfassen alle constitu- 
ierenden Systeme der allgemeinen convexen Heptaeder. Danach 
giebt es im ganzen fünf allomorphe Typen dieser Körper. 


$ 9. Vollständige Scheitelflächensysteme. 

Es gilt folgender Satz: 

Ist irgend ein Polyeder A, gegeben, und construiert man zu 
irgend einer Grenzfläche e," desselben die Scheitelflächen, zu 
jeder von diesen wieder die Scheitelflächen, und so fort, dann wird 
unter den also erhaltenen unmittelbaren und mittelbaren Scheitel- 
flächen von <a> mindestens auch eine der drei Bestimmungs- 
flächen <a, <a), <a) einer beliebigen Ecke (œi, ær, а) ver- 
treten sein. 

Zum Beweise bestimme man etwa mittelst eines durch die 
Ecke («;, «x, el entsprechend gelegten ebenen Querschnittes 
von A, eine Flächenreihe 

(a), (êa, С 5 (a2, а>, (ar), 

in welcher je zwei benachbarte Flächen eine Kante gemein 
haben. Wenn dann allgemein mit <ß,) eine der beiden die 
Endpunkte der Kante | аш, «.,,, | bestimmenden Grenzflächen 
bezeichnet wird, so wird, falls die Anzahl der Seiten von (a) 
eine ungerade ist, sowohl ve," als <ß,>, falls dieselbe eine 
gerade, zum mindesten eine von beiden mittelbare Scheitel- 
fläche von e," sein. Genau nach demselben Schlufs ist aber 
mindestens eine der beiden Flächen (a,,> und <, Scheitel- 
fläche von <ß,), und folglich mindestens eine der drei Flächen 
Clay Cka), B> auch Scheitelfläche von «а>. Indem man 
diese Schlufsweise längs der aufgestellten Flächenreihe fort- 
setzt, gelangt man schliefslich auch zu den drei Bestimmungs- 
flächen der Ecke («;, «r, ei Q. e. d. 

Das eben erörterte Beweisverfahren zeigt gleichzeitig, 
dafs, wenn statt der einen Grenzfläche «о> zwei Flächen mit 
gemeinsamer Kante oder drei Flächen mit gemeinsamer Ecke 
zur Basis der Construction gewählt werden, dann auch resp. 
mindestens zwei, oder alle drei Bestimmungsflächen irgend 
einer Ecke dem resultierenden Flächensysteme angehören. 
Hieraus folgt der Satz: 
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Ist auf einem allgemeinen convexen Polyeder ein vollständiges 
System von Scheitelflächen bestimmt, so werden, falls durch irgend 
eine, so auch durch jede andere Ecke des Polyeders eine, zwei 
oder drei Flächen des Systems gehen. 

Gesetzt, es liege auf dem Polyeder А, als vollständiges 
Scheitelflächensystem 2, der Grenzfläche e, ein System der 
ersten Art vor: 

Жү = (0), La), ++, Cmi), ап), 
so folgt, dafs jede der übrigen n — m Grenzflächen ei" 
durch eine gerade Zahl von Seiten begrenzt sein mufs. 

Denn hätte eine Fläche («+> eine ungerade Anzahl von 
Seiten, dann würden alle ihre Seitenflächen als mittelbare 
Scheitelflichen von einander zu dem Systeme ZX, gehören, und 
also zwei Flächen desselben entgegen der Voraussetzung sich 
seiten. 

Es sind nun zwei Fälle möglich: * 

I. Entweder giebt es unter den Flächen «а>, +-+, (and 
mindestens ein Polygon unpaarer Ordnung, 

П. oder diese Flächen sind durchgängig Polygone paarer 
Ordnung. 

Im ersten Falle sind zwei Flächen <> und Фаш, 
welche durch dieselbe Ecke eines unpaaren Polygones (n> 
gehen, mittelbare Scheitelflächen. Es constituieren daher alle 
n — m Flächen <> ein einziges in sich geschlossenes 
System von Scheitelflächen. 

Im zweiten Falle construiere man zu der Fläche <> 
das vollständige Scheitelflächensystem, nämlich: 

аы), 
ал+), еи Азу (am); (dm); 
аһ), Ха), “+, ‚<->, am? А 


wo die Flächen der (e Zeile езен Scheitellächen der 
Flächen der i — Uer Zeile darstellen, welche nicht schon unter 
den Flächen der ersten # — 2 Zeilen vorhanden sind. 

Angenommen nun, es existieren unter den Flächen dieses 
Systemes etwa in der Er": und frz Zeile, zwei Flächen а> 
und ei, welche sich seiten, so lassen sich dieselben durch 
eine Flächenreihe von dem Zusammenhange verbinden: 
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EC) EC EN) e 
KR AE ëch ЕСС «ау KK 
Wd >т <<@— >> TDK mth) 
unter Солу und Фаг Flächen aus resp. der k — Jo und 
der 1 — I“ Zeile verstanden. 

In dem Falle, dafs in diesem Verbindungssysteme zwei 
Flächen, etwa de und (eé), identisch sind, ersetze ich 
dasselbe durch das gleichartige andere 

um IK DDE dd e 
ae dE 
ES GE << KH 
und ich fahre in dieser Reduction so lange fort, bis ich auf ein 
Verbindungssystem der beiden Flächen <> und <р» 
komme, dessen Flächen sämtlich verschieden sind. 

Unter der Voraussetzung, dafs diese Bedingung bereits 
für das ursprüngliche Verbindungssystem erfüllt sei, construiere 
man, wenn die Flächenpaare: 

СТ <a); КОЛУ; , Laia), ck 
а 5), агыу; (LD, (emn 
verbunden sind durch die Scheitelkanten 

| Ps, Ps |, | Pu, Ps |۰۰۰ | dos, و‎ |, | Pi; Pu |, 

FE EE E 
aus einem Punkte p, der Kante | «лр, “ny, | das Polygon: 
(Pis Par Pss "7" Pos р. 

Dasselbe spaltet die gesamte Oberfläche S von A, in zwei 
einander ausschliefsende einfach zusammenhängende Stücke 5, 
und A, welche abgesehen von Teilen der Flächen 

Lama? > <аыл), A (aD, Lampa? 
noch resp. ж, und n, vollständige Grenzflächen enthalten, 
Dann ist es stets möglich, innerhalb eines dieser beiden 
Flächenstücke, etwa innerhalb $,, eine der obigen gleichartige 
Verbindungsreihe von <> und (@„+,,> anzugeben, welche 


*) Es widerspricht nicht der Voraussetzang, wenn zwei aufeinander- 
folgende Flächen dieser Reihe sich mehr als einmal scheiteln. 
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ein Flächenstück 5, von 5, einschliefst, so dafs die Anzahl 
n, seiner totalen Grenzflächen um mindestens eine Einheit 
kleiner ist als die Zahl n,. Es reicht dazu hin, wenn (f> 
diejenige Fläche von S, ist, welche durch die Kante | Pa, pl 
geht und, wenn dieselbe die aufeinander folgenden Seiten- 
flächen besitzt, 


Kamt? y Bd, CÊsD, `**› Bad, (iD, <>, 
in das ursprüngliche Verbindungssystem 
Kant IKK “++ ı ань? 
statt des Zusammenhanges 
Lampa) <Ха%—> 
den andern einzuführen: 

amt Ai Ar AC GEN RT <<В»›—>> Kai). 

Das dem neuen Verbindungssysteme entsprechende Flächen- 
system 5, wird dann eine Fläche, nämlich <ß,), weniger ent- 
halten wie H. 

Nachdem man das neue Verbindungssystem, falls es not- 
wendig ist, auf ein anderes gleichartiges reduciert hat, dessen 
Elemente sämtlich verschieden sind, kann man das angegebene 
Eliminationsverfahren wiederholen und zwischen <р, und 
(41,2 ein Verbindungssystem herstellen, dessen zugehörige 
Fläche S,” höchstens noch > totale Grenzflächen umfasst. 
Bei fortgesetzter Reduction wird man so schliefslich auf ein 
Verbindungssystem geführt: 

KE «а> ї Zoch 1 ССС) › 
dessen Flächen die Seitenflächen ein und derselben Fläche 
«а> sind. 

Aus der Existenz eines solehen Verbindungssystemes folgt 
aber mit Notwendigkeit, dafs die Anzahl der Seiten von («,)> 
eine ungerade Zahl ist. Das aber ist unmöglich, da A, nur 
Grenzflächen paarer Ordnung besitzt. Die anfangs gemachte 
Annahme, dafs unter den Scheitelflächen von ei) zwei 
Flächen mit gemeinsamer Kante vorkommen, ist also un- 
zulässig. 

Fafst man alles zusammen, so kann man folgendes Re- 
sultat aussprechen: 
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Theorem 3. Ist irgend ein allgemeines convexes Polyeder 
An gegeben, und constrwiert man zu irgend drei in einer Ecke 
zusammenstofsenden Grenzflächen <a;>, «оку, <a desselben die 
vollständigen Systeme Х,, &,, >, ihrer Scheitelflächen, so können 
folgende drei Fälle eintreten: 

1) Entweder fallen alle drei Systeme in ein einziges zu- 
sammen (Fall des Tetraeders); 

2) oder es coincidieren nur zwei Systeme (Fall des Pen- 
taeders); 

3) oder alle drei Systeme verlaufen getrennt (Fall des Te- 
tragonhexaeders). 

Für das Eintreten des ersten Falles ist es notwendig, 
dafs A, Flächen unpaarer Ordnung besitzt, und zwar reicht 
es dann beispielsweise hin, dafs zwei derselben sich seiten. — 
Auch im zweiten Falle müssen unpaare Grenzflächen auftreten, 
und zwar gehören diese alsdann zu demselben die Ecken 
des Polyeders nur einfach enthaltenden Scheitelflächensysteme, 
während die aufserhalb des letzteren gelegenen paaren Flächen 
ein zweites vollständiges Scheitelflächensystem constituieren. 
— Der dritte Fall tritt ein, wenn A, nur paare Grenzflächen 
besitzt. 

Ich teile diesen drei Möglichkeiten entsprechend die Polyeder 
in drei Klassen: in Polyeder mit einem, mit zwei und mit drei 
vollständigen Scheitelflächensystemen, Polyeder der ersten, zweiten 
und dritten Klasse. 

An diese Unterscheidung der allgemeinen convexen Po- 
lyeder knüpft sich naturgemäls die Aufgabe: Aus einem ge- 
gebenen Polyeder der Klasse a mittelst einer Reihe von Funda- 
mentalconstructionen ein Polyeder der Klasse b abzuleiten. 

Die Behandlung dieses Problemes modifieiert sich je nach 
den drei Annahmen: 

1).0>5, 2) a<b, 3) ab. 

1) Aus einem Polyeder A, der dritten Klasse erhält man 
eines der zweiten, sowohl, indem man eine Kante von A, 
mittelst einer Fläche <«„+1), abschneidet, als auch, indem man 
eines der Grenzvierseite von A, ausscheidet, und man findet 
weiter ein Polyeder der ersten Klasse, indem man entweder 
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von A, selbst oder von einem der erhaltenen zwei Körper der 
zweiten Klasse eine Ecke abschneidet. 


2) Ist aus einem Polyeder A, der ersten Klasse zunächst 
ein Polyeder der zweiten zu construieren, so bestimme man 
auf ersterem irgend ein constituierendes Flächensystem: 


Zei: 05), +++, (Am), <и). 
Kommen in diesem Systeme u == > 1 Paare einander seiten- 
der Flächen vor: 


Салу, Kay); Ca, (aD; ++; ар), Kay), 
so schneide man successive von dem »-flach 4, mittelst der 
Fläche «а>, die Kante |в„, «,|, von dem resultierenden 
(n + 1)-flach Anı mittelst der Fläche а, з), die Kante | æo, æa |, 
u. в. w., schliefslich von dem (n + u — 1)-Hach 4,4,1 mittelst 
der Fläche «а, ри), die Kante | «p, «, | ab. Durch dieses Ver- 
fahren tritt für den Zusammenhang: 
(e> | m) 
der andere ein 
М 9223600) 
Aus dem eonstituierenden Systeme: 


Zë dr "5 ën Aen 
des n-Nachs A, wird wieder ein constituierendes und zugleich *) 
vollständiges Scheitelflächensystem 


Zë Ae Za Ze +) CDS 


des (n + w)-fachs Anpu, und letzteres gehört demgemäls zur 
zweiten Klasse. 

Offenbar genügt es, das hier beschriebene Verfahren auf 
ein nur aus paaren Flächen bestehendes, kein Flächentripel 
mit gemeinsamer Ecke enthaltendes, constituierendes System 
von A, anzuwenden, um diesen Körper in ein Polyeder der 
dritten Klasse zu verwandeln. Man kann aber auch, und das 
wird geschehen müssen, wenn ein solches System fehlt, aus 
A, zuerst ein Polyeder А, р, der zweiten Klasse construieren 


*) Enthält das constituierende Flächensystem von A, keine drei in 
einer Ecke zusammenstolsende Flächen, so läfst die angegebene Con- 
struction die Formen seiner Flächen unverändert, d. b., es ist allgemein 
s = ү. 
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und dann folgendermafsen vorgehen: Man greife aus den stets 
in gerader Anzahl vorhandenen unpaaren Grenzflächen des- 
selben irgend zwei (а> und «о> heraus. Diese verbinde man 
durch ein System: 

EDD TKD IK dd Atten dd Kar) *) 
und schneide mit Bezug auf jedes Paar benachbarter Flächen 
desselben je eine verbindende Scheitelkante ab. Dadurch werden 
die beiden Endflächen um je eine, alle Zwischenflächen aber 
um je zwei Seiten vermehrt und der Zusammenhang: 

СЭ?) І <<.) а> GE Atten rte) 

durch den andern ersetzt 

QEDD KD ССЭ tt IK 
Wie vorher in A,+. bestimmen auch in dem resultierenden 
Polyeder A,+,4, die Flächen 

Ха), ad, -ty аһ), Хат) 

ein vollständiges Scheitelflächensystem, nur dafs die Anzahl 
der unpaaren Flächen desselben um zwei Einheiten vermindert 
worden ist. ' 

Bezeichnet daher 2ọ die Zahl der unpaaren Flächen von 
Араз 80 wird eine ọ-malige Wiederholung der ausgeführten 
Operation das Polyeder Anpu der zweiten Klasse in ein Po- 
Іуедег der dritten Klasse überführen. 

Unter allen möglichen Verwandlungen eines Körpers A, 
der ersten Klasse in einen Körper A, der zweiten Klasse und 
aus diesem in einen der dritten Klasse sei die folgende be- 
sonders hervorgehoben: 

Man kappe von А, die 2n — 4 Ecken mittelst ebenso- 
vieler dreiseitiger Schnitte und von dem resultierenden (3% — 4)- 
flach Asna die Зп D das System der Grenzdreiseite des 
letzteren verbindenden Scheitelkanten mittelst ebensovieler vier- 
seitiger Schnitte. Dann wird das Polyeder Аз, 4 der zweiten, 
das zuletzt erhaltene Polyeder Ae, An der dritten Klasse an- 
gehören. 


*) Die Möglichkeit einer solchen Verbindung folgt aus der 5. 39 
gegebenen schematischen Anordnung der unmittelbaren und mittelbaren 
Scheitelflächen einer Grenzfläche. 
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Die Anzahlen yn und 2, 
LR 
der h-seitigen Grenzflächen von resp. Ay, und Ae, sind 
durch die Zahlen x, von А, wie folgt bestimmt: 


у = 0, в 224, ...,‏ ,223 = ول ,0= ول Mu‏ ,4 — 2 = رل 
.... و = ,20 2-4-2 = г,==8п— 6, Sec UL gg‏ ,0= و2 

3) Handelt es sich endlich darum, aus А, ein Polyeder 
derselben Klasse zu bestimmen, so kann das, von anderen der 
Klasse und der speciellen Natur des Polyeders А, sich an- 
passenden Methoden abgesehen, durch nachstehende zwei für 
alle drei Klassen anwendbare invariante Constructionen ge- 
schehen: 

1) Man kappe von A, mittelst der Ebene o, eine be- 
liebige Ecke («;, œx, о), darauf von dem resultierenden (n + 1)- 
flach A,+ı mittelst der Fläche а, die Ecke («;, e, nı) 
und schliefslich von dem (n + 2)-flach А, з mittelst der Ebene 
«+з die Kante | æi, „|; 

2) man schneide von A, mittelst der Ebene «yı die 
Kante | œz, «, | und von dem resultierenden (n + 1)-flach Ai: 
mittelst der Ebene «nps die Kante | “nı, «| ab, so genügt 
sowohl das im ersten Falle entstehende (n + 3)-flach А, үз, als 
auch das im zweiten hervorgehende (n + 2)-flach Anpe den 
Forderungen der Aufgabe. 

Zum Beweise führe ich noch ein: a) die Scheitelfläche 
Cam) der Fläche «а> bezüglich der Kante | а, el, b) die 
Scheitelflächen «о>, <«,,> der Fläche eu bezw. der Kanten 
| @, в |, | Cn, «|, с) die Scheitelflächen <, Со, der Fläche 
<a) bezw. der Kanten Tee! und | «nex |. Die erste Con- 
struction ändert nur die Beziehungen 


1) <), 2) Cadr аһ», 3) Kuda, 

die zweite nur die Beziehungen 

1) Фууу Kan), <, 2) Ces Kan), Kan), 

und zwar treten an die Stelle der ersten die anderen: 
Сауу), © Ian, Са) уаз), 
Сал), "азу аһу, Саз) ау; 
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an Stelle der letzteren aber: 

Ze Gët) 2 (UDI gn), 

Can iert, Ae ad, СОУ TLEN y Kan): 
Hieraus folgt aber, dafs die Klasse des Polyeders durch die 
beiden Operationen nicht geändert wird, 

Hit Hilfe dieses Ergebnisses kann leicht gezeigt werden, 
dafs, falls n = > 8 ist, unter den verschiedenen Typen des all- 
gemeinen convexen n-flaches stets Vertreter aller drei Klassen 
vorhanden sind. Hierzu braucht man nur unter den 8- und 
unter den 9-flüchigen Polyedern für jede Klasse je einen Re- 
präsentanten zu bestimmen. Man erhält solche durch folgende 
Constructionen: 

1) Man kappe von einem Tetragonhexaeder Aç, a) mittelst 
der Flächen <«,), und (agg resp. die Gegenecken («,, о, &) 
und («,, @,, Gel b) mittelst der Flächen <«,), und (ag), resp. 
das Kantenpaar (e, , аз), («,, &) und die Kante («,, eh 
с) mittelst der Flächen Со), und (ag), resp. die Kanten (а, , о) 
und («,, «,), so erhält man a) ein 8-flach A, der ersten, b) ein 
8-flach A,” der zweiten, с) ein 8-Насһ A,” der dritten Klasse. 

2) Schneidet man jetzt a) von A, mittelst der Fläche «о>; 
irgend eine Ecke, b) von A,” mittelst einer Fläche <«,), die 
Kante (а;, «,), с) von Ay’ mittelst einer Fläche ve die 
Kante («,, о) ab, so erhält man a) ein 9-flach A, der ersten, 
b) ein 9-flach A,” der zweiten, с) ein 9-Hach A,” der dritten 
Klasse. 


$ 10. Einige specielle Polyeder. 


Bekanntlich werden die archimedischen Polyeder durch 
die Bedingung bestimmt, dafs je zwei Ecken eines solchen 
Körpers entweder congruent oder symmetrisch sind. Verlangt 
man nur, dafs die Ecken eines der gesuchten Körper sämtlich 
isomorph seien und beschränkt man sich dabei auf die Polyeder 
mit durchweg dreikantigen Ecken, so erkennt man die Auf- 
gabe als identisch mit der andern: 

Diejenigen Polyeder zu bestimmen, für welche die Grene- 
flächen eines jeden ihrer vollständigen Scheitelflächensysteme ein 
und dieselbe Form haben. 
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I. Für die Polyeder A, mit durchweg gleichförmigen 
Grenzflächen bestehen die Relationen: 


ж =n undh-ah=6bn— 12, 


12 
Eu A 


Die in Betracht kommenden Lösungen sind: 
1) А5=8, u =4 2) h=4, n= 6; 3) h= 5, а= 12; 
und diesen entsprechen: 


1) das Tetraeder, 2) das Tetragonhexaeder, 3) das Pen- 
tagondodekaeder. 


II. Die Körper der zweiten Klasse mit doppelter Form 
der Grenzflächen sind definiert durch die Gleichungen: 


1+ж==29п— 4, 2k. tu = An — 8, tun. 
Es folgt: 


i53, k52. 
1) Setzt man k = 2, so ist i = п — 2, und man erhält 
für jedes beliebige n: 
وت‎ =2, 2, = п — 2. 
Der hierdurch definierte Körper ist ein (n — 2)-kantiges Prisma. 
2) Da die Ungleichung gilt: 
ER 
атту, 
so kommen nach Ausschlufs des Wertes k == 2 nur noch die 
Wertepaare in Betracht: 
a) :=3,&=—8,‚ b)i=3, k=4, gl 1-8, k=5, 
dj i= 4, Ref, ek, 


Dieselben liefern zur Bestimmung der gesuchten Polyeder 
folgende Daten: 
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Indem man aber die fünf Körper: a) das Tetraeder, b) das 
Tetragonhexaeder, с) das Pentagondodekaeder, d) das Trigon- 
oktaeder, e) das Trigonikosaeder nach einander durch. das 
Kappen ihrer sämtlichen Ecken in Körper zweiter Klasse 
überführt, erhält man offenbar die jenen fünf Bedingungen 
entsprechenden Polyedertypen. 
3) Die gesuchten Polyeder der dritten Klasse bestimmen 

sich durch die Bedingungen: 

d. Za = E, Ta, = u =n — 2, 

а F Ts + Xu = N. 


Aus denselben ergiebt sich: 


1 1 1 2 
ag ыа җа ага 
9214 <1. 


Da in vorstehender Gleichung der Wert der linken Seite nur 
dann die Zahl 1 übersteigen kann, wenn der Nenner i genau 
den Wert 2 hat, so sind / und Z an die Gleichung gebunden: 
1 1 1 2 
Т а кс 
з= Ё<1. 
1 


Da ferner die Werte | + © 


= und + gleich resp. kleiner 


als + sind, so kommen überhaupt nur folgende zwei Annahmen 
in Frage: 
a) i=—3, k[=—4; b) i= 3, Ee 5, 
Die erste Annahme ergiebt: 
АР Еа 
n = 26; 
die zweite liefert: 
24 = 80, z = 20, 0 = 12, 
n = 62. 
Ein Polyeder der ersten Art entsteht, wenn von einem Te- 
tragonhexaeder, ein Körper der zweiten Art, wenn von einem 
Pentagondodekaeder erst mittelst dreiseitiger Schnitte die 
sämtlichen Ecken, dann von dem resultierenden Polyeder 
mittelst vierseitiger Schnitte die sämtlichen Kanten des ur- 
sprünglichen Körpers abgeschnitten werden. 
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Dritter Abschnitt. 
Theorie der Elementarerweiterungen. 


$ 11. Die charakteristische Gleichung. 


Als die charakteristische Gleichung eines allgemeinen 
Polyeders A, bezeichne ich die aus den beiden Gleichungen 
1) ts ta + tan, 

2) 32, +42, ++ (n — Yan = ôn — 12 
resultierende Relation: 
8) 3а, +2, +, — t; = و21‎ = ۰۰۰ — (n – Ta. = 12. 
Dieselbe zeigt, dafs für jedes überhaupt mögliche allgemeine 
Polyeder der Ausdruck 

8, +2, +. — u — 2. — و32‎ — ۰ 
einen sowohl von der Anzahl der Seitenflächen als von der mor- 
phologischen Eigenart des Körpers völlig unabhängigen invarianten 
Zahlenwert besitzt. 
А Man kann die charakteristische Gleichung (3) in die beiden 
andern zerfällen: ` 
За) 32, +22, +2; —12=m, 3b) +2, +32, + =m, 
in welchen m eine positive ganze Zahl darstellt. 

Ich fasse alle Polyeder, die zu dem nämlichen positiven 
ganzzahligen Lösungssysteme 

з, Lay %, Lry Bgy Byz or 
der charakteristischen Gleichung gehören, als Polyeder desselben 
Stammes, alle Stämme, die zu der gleichen Zahl m gehören, als 
‚Stämme desselben Bereiches auf. 

Die auffallende Erscheinung, dafs die charakteristische 
Gleichung eines allgemeinen Polyeders A, weder die Anzahl 
2; seiner Grenzsechsecke noch die Anzahl n seiner Seiten- 
flächen enthält, involviert die beiden Fragen: 

1) Welches ist bei einem beliebig gegebenen Polyeder die Ab- 
hängigkeit der Anzahl x, seiner Grenzsechsecke von den Anzahlen 
Ez, 4, +». Seiner andersföormigen Grenzflächen? 


Eberhard, Morphologie der Polyeder 4 
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2) Definiert jede positive ganzzahlige Lösung der charakte- 
ristischen Gleichung auch stets einen Polyederstamm? 

Die Beantwortung dieser beiden Hauptfragen bildet das 
Ziel der weiteren Untersuchungen. 


§ 12. Einteilige Kantenpolygone. 


Unter einem einteiligen oder einfachen Kantenpolygone 

eines allgemeinen n-flachs 

An = (aD, Cahen (аһ) 
verstehe ich jede Folge beliebig vieler Kanten 

Р=1, Ba, ..., Im; 

in welcher der Endpunkt einer beliebigen Kante Ё mit dem 
Anfangspunkte der nächstfolgenden Kante kıı, und der End- 
punkt der letzten Kante km mit dem Anfangspunkte der 
ersten Kante k, zusammenfällt. 

Ein solches Polygon P teilt die Oberfläche 5 des Po- 
lyeders A, in zwei einfach berandete Flächenstücke S, und S”. 
Jedes derselben enthält im allgemeinen einerseits Flächen, 
welche keine Kante mit P gemein haben, sogenannte Innen- 
flächen, andererseits Flächen, welche eine oder mehrere Kanten 
von P enthalten, sogenannte Randflächen. Hat eine Rand- 
fläche mit dem Polygone P eine oder mehrere Kanten gemein, 
so soll sie eine zurücktretende bezw. vorgeschobene Fläche von 
S, resp. 8 heifsen. Hieraus folgen zwei Darstellungen eines 
einteiligen Kantenpolygones P, nümlich: 

1) Als Berandung der Fläche $,, 


Р== Pr, рз, ..., De = Pais раз, ..., Pin = рза, e 
een Pir = Pais Pis, °<” fan = Pii; 
S52). 
2) Als Berandung der Fläche S', 
Р== 11, 918, en фа, 081, as, <o, ler, -.. 
eo HE ОЛДЫ ER eg ЧӨ =й) 
(% > 2), 
wodurch die Punkte р, 1, ..., Par, Ecken einer Randfläche (f> 
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von. S, durch die Punkte q,1, ..., Ou, Ecken einer Rand- 
fläche <y,) von 5” gegeben werden. 

Bezeichnet man mit b, und c, resp. die Anzahlen der- 
jenigen Randflächen «> und <y), welche је h aufeinander- 
folgende Kanten des Polygones P enthalten, so hat man für 
die Anzahl m der Kanten von P unmittelbar die beiden 
Ausdrücke: 

) m=, +2, 636+: EE 3а. 
Beachtet man ferner, dass in dem Falle einer vorgeschobenen 
Fläche (8> oder <y), d. h. in den Fällen r}, a > 2, die erste 
und letzte Kante des betreffenden Zuges von P gleichzeitig 
Kanten zweier vorgeschobenen Flächen <y oder (8> sind, 
dann erhält man: 


2a) b= + 20, + 30; +°, 2b) c = b, + 2b, 3b +- 


Aus der Kombination dieser mit den vorhergehenden Rela- 
tionen folgt: 
3) »+b+b, t =ats tur 

Die Anzahl v, der vorgeschobenen Flächen von S, ist also 
gleich der Anzahl v der vorgeschobenen Flächen von S'. 

Durch die Einführung dieser Anzahl v geht die Relation 
(1) über in: 

4) b + e + 20 =m. 

Die Anzahl der an ein Polygon Р grenzenden Flächen «ау 
ist allemal gleich der Anzahl m seiner Kanten, jede Fläche so 
oft gezählt, als sie getrennte Kantenfolgen des Polygones enthält; 
und: 

Ein Polygon P besitzt stets eine grade Anzahl, nämlich 2v, 
gemeinsamer Kanten zweier vorgeschobenen Flächen <B> und (<y). 

Entsprechend den zu P gehörigen m Randflächen schliefsen 
sich an dasselbe m Nachbarpolygone. Man findet ein solches, 
indem man beispielsweise in 


P= ра, риз, ..., Denn Pars Paes eeo Benn eee 


рал, эф Par; 
statt des Kantenzuges 
4% 
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Phas Paes ..., Phry 

den andern einführt, 

Pris Din Prs Paras 
wo der Umfang der zugehörigen Grenzfläche (ß,)> gegeben ist 
durch А 

Bu: рьз, •.-- Benn ФУ, Bänn Da фы. 
Ist daher P, ein mit P sich nirgends durchsetzendes zweites 
Kantenpolygon des Flächenstückes S§, , und beträgt u die An- 
zahl der Grenzflächen («> des von beiden Polygonen beran- 
deten Gürtels G,, so kann man innerhalb desselben zwischen 
Р und Р, leicht u — 1 Polygone einschalten, 
Р, Leg Py, сезу Ра, Р,, 

von denen jedes folgende ein Nachbarpolygon des vorher- 
gehenden ist. 

Man wähle nun zum Polygone P, den Umfang einer 
Grenzfläche <« und bilde aus den Anzahlen f, k und e der 
Flächen, Kanten und Ecken von 5, den Ausdruck: 

f-k+e 
Der Wert desselben bleibt beim Übergange von P zu Р, und 
ebenso bei allen folgenden Übergängen unverändert, weil bei 
jedem einzelnen die Anzahl der aus $, ausscheidenden Kanten 
genau um eine Einheit gröfser ist als die der ausscheidenden 
Ecken. Es gilt mithin: 
5) f—k +e =f — k H ef 1 te = 1%). 

Seien jetzt auf der Oberfläche 5 des Polyeders m Kanten- 
polygone 


E 
von der Beschaffenheit angenommen, dafs von den beiden zu 
irgend einem P; gehörigen Flächenstücken S; und 5/ das eine, 
etwa Sf, die übrigen m — 1 Polygone enthält. Mit Bezug auf 
die gesamte Oberfläche 5 gilt dann: 

T-k+e=2, 


mit Bezug auf die einzelnen Bestandteile 5; aber: 


*) С, Jordan: Recherches sur les polyèdres. Borchardts Journal 
Band 66, 8. 36 und 86. 


www.rcin.org.pl 


$ 12. Einteilige Kantenpolygone. 53 


h-k+a=l, 
G=1,2,...,m) 


Demnach folgt für die von den m Polygonen P; berandete 
m-fach zusammenhängende Fläche: 


6) TE Les 2 — т. 


Unter den Polygonen P bilden die Berührungspolygone 
der das n-flach A, begleitenden Polyeder eine besondere Zu- 
sammengehörigkeit. Ein m-kantiges Polygon P ist als ein 
Berührungspolygon charakterisiert, wenn diejenigen m Flüchen- 
winkel der durch seine m Kanten gehenden Fläüchenpaare, 
welche das Polyeder A, nicht enthalten, einen Raum R ge- 
mein haben. Alsdann bestimmen nämlich die aus den m Kanten 
von P nach einem Punkte р des Raumes R geschickten 
m Ebenen ein dem Polyeder A, umschriebenes Berührungs- 
m-seit. Da ferner das einem aufserhalb von А, und der Ebenen 
e gelegenen Punkte x zugehörige B.-Polygon P; bei stetiger 
Bewegung von x so lange invariant bleibt, bis y in eine 
Ebene « eintritt, mit dem Durchgange von y durch eine 
solche, etwa durch «,, es aber die zwischen den Berührungs- 
punkten der aus ү ап («,> gezogenen zwei Tangenten liegen- 
den Kantenfolgen des Umfanges von <«,) gegen einander 
austauscht, so erhellt, dafs der dem Polygone P zugehörige 
Raum R mit einem der Fächer zusammenfällt, in welche der 
unbeschränkte Raum durch die n Grenzebenen von A, zer- 
schnitten wird. Die Anzahl der unter den einteiligen Kanten- 
polygonen P von A, enthaltenen B.-Polygone ist daher gleich 
der um eine Einheit verminderten Anzahl der Fächer in dem 
Systeme der n Ebenen e, oder gleich der Anzahl der А, be- 
gleitenden Polyeder. 

Man findet bei Voraussetzung allgemeiner Lage für die 
n Grenzebenen e die fragliche Anzahl: 


aa Gab "(п SS a= DR 


Variiert man unter Erhaltung des morphologischen Charakters 
von A, die n Ebenen stetig, sonst aber beliebig im Raume, 
so bleibt das System der B.-Polygone von A, so lange constant, 
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als das System der A, begleitenden Körper seinen Bestand 
bewahrt. Eine Änderung in letzterem tritt nur und stets dann 
ein, wenn die vier Grenzebenen «i, «r, р, «, eines begleiten- 
den Tetraeders zu gegenseitigem Durchschnitt gelangen, Be- 
zeichnet p den Kreuzungspunkt der vier Ebenen, r, einen Punkt 
in dem verschwindenden Tetraeder [R,],, т, einen Punkt in 
dem entstehenden Tetraeder [R,],, und teilen die aus p an 
die vier Flächen 
Kar, ок), Ха), (am) 

gelegten 4.2 Tangenten deren gleich bezeichnete Umfünge 
resp. in die 4:2 Teile 

<аг,, (ad; (D1, (Ds; «а),, (ads; (Amdır (amas 
so hat man: 

Paz, <р, ven а, o dar Fs EMD с-ту 
Р, ==... аа, "Са +, рз, ze Хаа een 
während die B.-Polygone der an das Tetraeder [R,], unmittel- 

bar grenzenden 14 Fächer nicht alteriert werden. 

‚Das System der B.-Polygone von A, wechselt also bei jeder 
Kreuzung genau ein enthaltenes gegen ein nicht enthaltenes Po- 
Iygon P aus. 

Gesetzt, es sei von’ den einteiligen Kantenpolygonen P 
eines (n — 1)-flachs A„-ı bewiesen, dafs bei entsprechend er- 
folgender stetiger Variation der n — 1 Grenzebenen e ein 
jedes in ein B.-Polygon übergeführt werden kann, und zwar 
in der Weise, dafs eine beliebige, aber bestimmte Randfläche 
des Polygones P’ Grenzebene des zugehörigen begleitenden 
Körpers wird, dann ergiebt die Anwendung des in $ 6 ab- 
geleiteten Theoremes (2), betreffend die stetige Überführbarkeit 
isomorpher Polyeder in einander, dafs auch jedes Polygon P des 
n-flachs А„, welches nicht alle drei-, vier- und fünfseitigen 
Grenzflächen des letzteren zu Randflächen besitzt, gleichfalls 
durch entsprechende Variationen in ein B.-Polygon dieses 
Körpers übergehen kann. Ist aber jede F.-Fläche von A, zugleich 
Randfläche von P, so greife man irgend eine von ihnen, und 
zwar, um den verwickeltsten Fall zu behandeln, ein Fünfseit, etwa 
(ans, heraus. Es sind dann rücksichtlich der Lage der 


www.rcin.org.pl 


$ 12. Einteilige Kantenpolygone. 55 


fünf Seitenflächen von (a,>, zu dem Polygone P im wesent- 
lichen zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Entweder liegen eine Seitenfliche (8,> auf der einen 
und die vier übrigen <y), >, CY, ys) auf der andern 
Seite von P, 

2) Oder es liegen zwei Flächen (,>, (ß,> auf der einen 
und die drei übrigen «у>, (7>, Фуу auf der anderen Seite. 

In beiden Fällen resultieren für den Verlauf des Poly- 
gones P je zwei Möglichkeiten: 
la) PŒ- -, | CR”, <) |, | SBi), а) |, | <В, wol 
1b) P=---,| CBD, (P|, | CD, <) |, | Kam, Po |; 

| Ха), |, | оп, (752|, | CBD, 5) 1,5 
2a) PŒ- --, | (ÊD, (755|, (Zeie <В, | <>, <В) |, 

| <>, al 
2b) Р=...,| <В, <) |, | Kan), <) |, | Хау, 4], 
| Хо), Oil, | <В, Oil 

Nun kann шап gemäfs den Ausführungen des $ 6 das Poly- 
eder A, sich selbst isomorph stets so stetig variieren, dafs das 
durch die Ebene е, von dem (n — 1)-flach A, abgesehnittene 
Hexaeder in den Fällen 1а) und 1b) von der Ebene ß,, in 
den Fällen 2a) und 2b) von der Ebene у, in einem Fünfseit 
begrenzt wird. Dann giebt es in dem jeweiligen Fünfseit 
genau zwei die Fläche <а,> nicht schneidende Kanten, welche, 
statt der bezüglichen Kanten von <«,> in das Polygon P 
eingeführt, dieses in ein einteiliges Kantenpolygon P’ des 
(n — 1)-flachs А, verwandeln. Indem man jetzt letzteres so` 
variiert, dafs P’ B.-Polygon wird, und dafs ß, resp. у, in eine 
Grenzebene des zugehörigen begleitenden Polyeders R über- 
geht, so wird man die betreffende Ebene vermöge einer ent- 
sprechenden, genügend kleinen Drehung um eine, weder das 
Polyeder A,_ı noch den begleitenden Raum R schneidende 
Gerade in eine Lage der Ebene «, bringen, in welcher sie den 
Raum R in zwei Räume R, und R, teilt, sodafs denselben 
in dem einen Falle die B.-Polygone 1a) und 1b), in dem 
andern die B.-Polygone 2a) und 2b) zugehören. 

Hierdurch ist gezeigt, dafs mit dem Beweise der anfangs 
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über das Verhalten der Polygone Р’ eines (n — 1)-Nachs 
An—ı ausgesprochenen Behauptung auch der Beweis für das 
analoge Verhalten der Polygone P eines n-flachs А„ ge- 
geben ist. 

Es sind aber die einteiligen Kantenpolygone P eines 
Tetraeders A, gegeben: 

1) durch die Umfänge der vier Grenzdreiseite 


аз, <), (ad, CDs, 

2) durch die drei windschiefen Vierseite 
a) |а, el, |а, «|, |®, «|, |», al, 
b) |æ, el, les gel, |, asl, |as; el, 


с) |as l> les aal, I, gel, las, el 


und diese sieben Polygone sind identisch mit den B.-Polygonen 
der A, begleitenden sieben Körper: 

1) mit den vier das Tetraeder gleichzeitig seitenden und 
scheitelnden Vierflachen, 

2) mit den drei A, doppelt kantenden Tetraedern. 

Es resultiert mithin der Satz: 

Theorem 4. Jedes einteilige Kantenpolygon P eines all- 
gemeinen Polyeders A, kann durch stetige Varialion desselben in 
das B.-Polygon eines begleitenden Körpers übergeführt werden. 

Die Anzahl der Polygone P eines Polyeders A, ist im 
Gegensatz zu der Zahl seiner B.-Polygone keine Invariante 
von n. Sind nämlich (e, de die Seitenflächen und <a), 
C&m die Scheitelflächen eines Kreuzungsvierflachs von An, 
und bezeichnet (k, 0, die Anzahl derjenigen Polygone P, 
welche sowohl durch die Kanten Te, «| und |«;, «| als 
durch die Kanten |«„, «| und |en, «| gehen, (k, 1), aber 
die Anzahl derjenigen Polygonenpaare, von denen das eine 
die Kanten |«;, «| und |«;, œ|, das andere die Kanten 
|an, «| und Je «| enthält, ohne dafs beide eine Kante 
gemein haben, so besteht zwischen den Anzahlen р und ei 
der vor und der nach Kreuzung von e, ex, Ci, @,, vorhandenen 
Polygone P die Relation: 


g == ф — (k, 1), + ( Da. 
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Beispielsweise bestimmt man für die beiden Formen des 
Hexaeders: 
ф= 26, ф7— 28, 

während die Anzahl дег B.-Polygone in beiden Fällen 25 beträgt. 

Die Berechnung der Anzahl p läfst sich in jedem ge- 
gebenen Falle aus einer F.-Construction des betreffenden Po- 
lyeders zwar ohne principielle Schwierigkeiten, aber meisten- 
teils nur mittelst weitläufiger Rechnungen ausführen. 


$ 13. Isomorphe Kantenpolygone. 


Ein beliebig im Raume gegebenes geradliniges Polygon 
P= k, ka, tt, be 
kann als Kantenpolygon eines convexen Polyeders aufgefalst 
werden, wenn jede durch zwei oder mehrere aufeinander- 
folgende Kanten gehende Ebene alle übrigen Kanten auf ein 
und derselben Seite liegen hat. 

Bezeichnet nämlich p einen mit dem Polygone P auf 
derselben Seite der Ebene [km, kı] gelegenen Punkt, dessen 
endliche Verbindungsstrecke mit der Ecke (km, F,) von keiner 
Ebene [k;, ki4ı] geschnitten wird, so kann auch die aus р 
nach irgend einem Punkte г einer Kante gezogene endliche 
Strecke |р, z| von keiner Ebene [/;, Аы] getroffen werden. 
Eine solche Ebene müfste sonst auch die endliche Verbindungs- 
strecke | x, (kn, %,) | und weiter mindestens je eine Kante der 
beiden von (km, k,) nach x führenden Kantenfolgen schneiden. 
Ein veränderlicher Punkt kann also von p aus stetig in jede 
Kante des Polygones eintreten, ohne eine der Ebenen [%;, Ki] 
zu passieren. Besagte Ebenen begrenzen daher ein und das- 
selbe convexe Polyeder, und P stellt ein auf dessen Oberfläche 
gezogenes Polygon dar. 

Enthält P ebene Kantenzüge mit mehr als zwei Kanten, 
d. h. ebene Züge der Form 


kis чау +++; Bk; 
so hat man, um es als Kantenpolygon darzustellen, durch 


jede Kante 
Жал.) en ei 
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noch eine zweite Ebene zu legen, so dafs diese Ebenen zusammen 
mit den früheren wiederum ein einziges Polyeder begrenzen. 

Zwei Kantenpolygone Р und P’ heifsen isomorph, wenn 
einer zu P gehörigen umläufigen Kantenfolge 

e O Im 
eine zu P’ gehörige umläufige Kantenfolge 
Р'= 8,0, ..:, 
von der Beschaffenheit entspricht, dafs je drei in einer Ebene 
liegenden Kanten 
Fi-1, ki, М-н 
je drei їп einer Ebene liegende Kanten 
KA ki, kiya 
zugeordnet sind. 

Entsprechend dem in § 6 aufgestellten Theoreme 2 gilt 
der Satz: 

Theorem 5. Zwei isomorphe Kantenpolygone P und Р" 
können unter Erhaltung ihres morphologischen Charakters stets 
stetig in einander übergeführt werden. 

Da, wie ein Schlufs von n auf n + 1 sogleich zeigt, der 
Satz für zwei isomorphe convexe ebene Polygone statthat, 
reicht es hin, denselben für die reducierten, d. h. für die- 
jenigen Polygone P, und Р; zu beweisen, welche aus P und 
Р' entstehen, wenn man in KS zwei entsprechenden ebenen 
Kantenzügen 

М, ku: eoep br und E, Кы, <, Kh 
nur die bis zu ihren Durchschnitten verlängerten Endkanten 
auffafst. Die resultierenden reducierten Polygone 

Pulli. und Ber, EE Му 
als Kantenpolygone der Polyeder 

A АСА РОА Р and 
Т Т А 
teilen deren Oberflächen 5, 5” in je zwei getrennte Bestandteile, 
8 = BLR, S = 5, 4 8,. 


Der Kürze halber seien die den Ebenen 
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D, 5], ГА, А],..., [Азиа Asu] und 

O 441, Ay, Ay], ---, [Азиа Ази] 
zugehörigen Grenzpolygone der Flächen S, und 5, bezeichnet 
durch resp. 

(Dy Ха), -eey (eu) Und Car), 36), <<, (au), 
analog die Grenzflüchen der Bestandteile S, und 5, durch resp. 
(a), (ar, Re) С; und <a), <>, SE <з„›. 
Dies festgesetzt kann man den Ausführungen des $ 5 
zufolge die beiden Polyeder Asu, As. unter Erhaltung der 
beiden Polygone Р,, Р, so stetig im Raume variieren, dafs 
durch Kreuzungen entsprechender Ebenenquadrupel die etwa 

zwischen den Kanten 

аз, «| und |as, el, les, «| und |as, el 
gelegenen Seiten der Grenzflächen о;у, ex у aus deren Be- 
grenzungen ausscheiden. Indem man dann weiter ganz ebenso 
die etwa zwischen den Kanten 

lag, el und Iesel, Iesel und |as, «| 
gelegenen Seiten der Grenzflächen («,), Cæ; > aus deren Um- 
füngen ausscheidet, und successive die Flächen 
(ar; <@),..., (@su—s> Und (af), Ха), ..., Хаз) 
auf entsprechende Weise behandelt, bringt man die Bestand- 
teile $,, S; nach und nach auf die Gestalt: 


Ce echt |1: Lloar Css, Lar +- ey (Rd ащ = 8, 
Lar ж-н |: Cas Jas <® Ysy Ce Yor +- -y (uss, Cie B. 

Unter Festhaltung des morphologischen Charakters der 
so gewonnenen Flächen 5, und 5, lassen sich die ihrer Ge- 
stalt nach bisher unveränderten Bestandteile 5, und 8. durch 
ganz gleichartige Processe in die einander isomorphen Flächen 
8, und 5, überführen. 

Demnach können die beiden ursprünglichen Polyeder unter 
Bewahrung des Charakters der Polygone P, und. P durch 
stetige Variationen in zwei isomorphe Körper, und diese gemäls 
dem in $ 6 aufgestellten Theoreme 2 sich selbst isomorph 
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stetig zur Deckung gebracht werden. Dadurch gelangen aber 
auch die Polygone P, und P; in der vorgeschriebenen Weise 
zur Coincidenz. 

Als unmittelbare Ergänzung des Theoremes 5 bietet sich 
der Satz: 

Ist ein Polygon Р, isomorph dem Randpolygone P, einer 
Fläche $,, so kann dasselbe sich selbst isomorph stets so 
stetig variiert werden, dafs es das Randpolygon einer zu Ж, 
isomorphen Fläche 5, wird. 

Durch m-malige Anwendung dieses Satzes findet man 
allgemein: 

Theorem 6. Ist eine m-fach berandete allgemein polyedrische 
Fläche gegeben, 

Fa = РР... „Ра, 
deren m Randpolygone resp. den Randpolygonen 
Р,, Pa, ٠٠٠و‎ Pn 
von m isolierten Flächen 
Bio Direi бщ 
entsprechend isomorph sind, so kann dieselbe stets sich selbst isomorph 
so stetig im Raume variiert werden, dafs sie durch m den Flächen 
Si; KI MAT! Kä 
isomorphen Flächen 
e Ми 


zu einem allgemeinen convexen Polyeder geschlossen wird. 


$ 14. Enthaltene und enthaltende Polyeder. 


Ein auf der Oberfläche 5 eines Polyeders beliebig ge- 
wähltes System von Polygonen P teilt dieselbe in eine be- 
stimmte Anzahl einander ausschliefsender d. i. sich gegen- 
seitig nirgends überdeckender Stücke 

Бі, Bar =, Da 


Die Berandung R; eines solchen einteiligen Bestandteiles 
б; von 8 wird im allgemeinen aus mehreren in keiner Kante 
einander durchsetzenden Polygonen P®(h—=1, 2,...) be- 
stehen. Ist nun der durch diese Polygone vermittelte gegen- 
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seitige Zusammenhang der Bestandteile $,, S}, ... von der 
Beschaffenheit, dafs ihre sämtlichen Randkanten und nur diese 
von dem Polyeder A, mittelst eines Systemes neu einzuführen- 
der Grenzflächen <«,+,) abgeschnitten werden können, welches 
die Formen der Randflächen nicht alteriert, so soll das System 
der Р als ein Erweiterungsnetz der Oberfläche S aufgefafst 
werden. 

Es erfüllen die Polygone P bezw. die ihnen äquivalenten 
Polygone P% die Bedingungen eines Erweiterungsnetzes alle- 
mal dann und nur dann, wenn entweder jeder Bestandteil 5; 
mindestens drei Flächen <a> enthält, oder wenn, falls Be- 
standteile mit einer resp. mit zwei sich seitenden Flächen 
vorhanden sind, der einen solchen Bestandteil umgebende 
Flächengürtel sich nicht über einen einzigen sondern über 
verschiedene Bestandteile 5; erstreckt. Diese Einschränkungen 
sind notwendig, weil die Form eines ein- bezw. eines zwei- 
flächigen Bestandteiles durch die Berandung des angrenzenden 
Gürtels bereits unzweideutig bestimmt, und mithin eine Ein- 
schaltung von Zwischenflächen so lange ausgeschlossen ist, 
als der Gürtel erhalten bleibt. Hat aber das System der P 
die angegebenen Eigenschaften, so kann man längs des Netzes 
ein System von Zwischenflächen unter anderem mittelst des 
folgenden stets anwendbaren Verfahrens einschalten: 

Man fasse irgend einen Bestandteil S, nebst seinem supp- 
lementären 5 — 5, auf und construiere auf den an das Rand- 
polygon 

Р, фи, Pres oe Piry onen Pris Prhe; 7 Dunn SE 
Pars Ba, en Pir, 
Чы, Qnes onen Dan eeey быз, Amon een Dann een 
Чы, We Dan = Q, 
grenzenden zwei Flächenstreifen 
<B>, WK. <, a. <B), 
За EE <> 


zwei dem Polygone Р, = Q, isomorphe Polygone: 
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Py == рулу Bas Dias Риз, Bn eee Bann mern 
Piss Pis, CAE Piri 
= Qh @з,...› нз eer быз, fun Bian eers 
фы, @з,...› el 
und 
E e a Ei УИ; Man, ДООШ 
фа, Pie, еу Per, 
= фл, ga, Bann Akis Qrey en Dan eeen 
Geis E Ка gi? =Q". 
Bestimmt man dabei die gegenseitige Lage der beiden Poly- 
gone Р, und P,” in der Weise, dafs einerseits der Schnitt 
der Ebene В; des dem ebenen Kantenzuge 
Dax, Pag; +... Pary 
auf 5 — 8, entsprechenden Zuges 
1, руз, SIE Par, 
mit der Ebene ß, zwischen den Kantenzug 
Bun, Bunn Р 
und die Strecke TD, рь», 
yı des dem Kantenzuge 


Anis Amen «re, Am 


, andererseits der Schnitt der Ebene 


auf S, entsprechenden Zuges 
E ORS eren" QS 
mit der Ebene y, zwischen den Kantenzug 
ИССА 
und die Strecke | 4,1, Qus, | fällt, legt alsdann durch die ein- 
zelnen Kanten der Züge 


, D , D „ DI 
фа, Paes - +. Dan und 9.1, Qty +.) л, ар 


gleichfalls Ebenen, so kann man immer bewirken, dafs das 
System der durch die Kanten der Polygone Р, und Р,” ge- 
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legten Ebenen von dem Polyeder A, genau das Kantenpolygon P, 
abschneidet, und dafs es zusammen mit den Bestandteilen 5, 
und SE) ein von höchstens n + > Flächen begrenztes Po- 
lyeder A„+, bestimmt. 

Da das Polygon Р,” von dem Flächenstücke 5 — S, 
ein demselben genau isomorphes Stück abschneidet, kann man 
weiter einen an Р,” grenzenden Bestandteil von dem Flächen- 
typus S, herausgreifen und zwischen ihn und den supplemen- 
türen durch eine der vorherigen ähnliche Construction einen 
zweiten Flächengürtel einschalten, u. в. w. Man erhält durch 
m-malige Wiederholung dieses Verfahrens aus A, ein Poly- 
eder An+y, welches die m Bestandteile S; bezw. m ihnen iso- 
morphe in durchaus getrennten Lagen enthält. 

Die vorstehende Construction kann auf die mamnigfaltig- 
sten Arten variiert werden. So kann man einmal derselben 
eine andere Anordnung der Polygone Р zu Grunde legen, 
oder man kann innerhalb des Netzes der P® ein neues Polygon 
P bestimmen, längs dieses zunächst einen Flächengürtel ein- 
schalten und dann die von dessen Rändern eingeschlossenen 
Flächenstücke der ersten Operation unterwerfen, oder man 
kann die Isolierungen der Bestandteile 5;, sei es für die Ober- 
fläche 5 selbst, sei es auch nur für ein aus mehreren $; zu- 
sammengesetztes, einfach berandetes Flächenstück derselben, 
gleichzeitig ausführen, u. s. w, u. s. w. 

Um für den letzten Fall ein Beispiel zu geben, wähle 
man auf A, п — 1 unabhängige, d. h. solche Polygone P, 
deren jedes mindestens eine den übrigen nicht zugehörige 
Kante besitzt. Dieselben teilen die Oberfläche $ in n Be- 
standteile 5; = (a;>. Construiert man innerhalb jeder Grenz- 
fläche Фе Ул, ein isomorphes Polygon Фу, und legt durch dessen 
Seiten m; Ebenen, welche von A, nur die sämtlichen Kanten 
der Fläche («> und keine Ecke einer Fläche <> abschneiden, 
so bestimmen alle diese Ebenen mit den n Ebenen («,) zu- 
sammen ein allgemeines Polyeder A, mit den n isolierten 


Flächen (an, . 


*) Es bezeichnen 3 und 5,” die von den Polygonen Р, und P,” 
berandeten, den Bestandteilen 5, und 5 — S, isomorphen Flächenstücke, 
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Die allgemeinste zu einem gegebenen Erweiterungsnetz 
а= re АА 
gehörige Einschaltungsfläche wird durch eine aus ebenen Ро- 
lygonen («> zusammengesetzte m-fach berandete Fläche Fm 
dargestellt, 
MR, Bil Be, 
deren m Randpolygone P/ resp. den m Polygonen P; iso- 
morph sind. 

In der Folge soll das Polyeder A, als ein in jedem abgeleiteten 
Polyeder Any, „enthaltenes“, letzteres als „enthaltendes“ ‚Polyeder 
bezeichnet werden. 

Zu jedem Polyeder А, (n = 4, 5, 6, ...) existieren offen- 
bar so viele enthaltende Polyeder A,+,, als man haben will. 
Umgekehrt fragt es sich, unter welchen Bedingungen ein ge- 
gebenes Polyeder A, selbst enthaltendes Polyeder eines oder 
mehrerer in ihm enthaltener Polyeder An, ist. 

Раз es in der That im allgemeinsten Sinne irreducibele, 
d. h. nichtenthaltende Polyeder giebt, beweisen das Tetraeder, 
das Pentaeder, die beiden Formen des Hexaeders und die fünf 
Formen des Heptaeders. Damit ein Polyeder A, redueibel oder 
enthaltend sei, ist es notwendig und hinreichend, dafs auf seiner 
Oberfläche eine einteilige m-fach berandete Fläche Fn existiert, 
deren m >> 2 Randpolygone P, folgende Eigenschaften besitzen : 
Dieselben müssen sich so in einzelne getrennte Stücke (Kanten- 
folgen) zerlegen lassen, 


Ee D EE 


(»==1,2,..., m) 


— jedes Polygon P, mit Bezug auf den eingeschlossenen 
Bestandteil 5, in positivem Sinne durchlaufen — dafs erstens je 
zwei Kantenfolgen -- 1; „®) und + l, ; entsprechend isomorph sind, 
dafs zweitens in P; und P, auf die Züge + I;, und — l; resp. 
zwei Züge + lx und — Му folgen, und dafs drittens in Pr 
an den Zug + ly, sich der Zug + lr,» schliefst. Alsdann folgt 
nämlich aus den Theoremen 5 und 6 des vorigen Paragraphen, 

*) Durch die Vorzeichen sollen die Richtungen der Kantenzüge an- 
gedeutet werden. 
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dafs die m Flächen 5; resp. m ihnen isomorphe Flächen sich 
stets zu der vollständigen Oberfläche eines Polyeders zusammen- 
setzen lassen. 

Ist für ein beliebiges Polyeder irgend ein Erweiterungs- 
netz nebst einem zugehörigen Einschaltungssysteme gegeben, 
und bezeichnet x, die Anzahl der h-seitigen Grenzflächen des 
gegebenen Körpers, у, die Anzahl der A-seitigen Grenzflächen 
des Einschaltungssystemes, so ergiebt sich aus den charakte- 
ristischen Gleichungen des gegebenen und des abgeleiteten 
Polyeders, d. h. aus den Gleichungen 


1) Зх +2, +, — t, — 2z; — -= 12, 

2) B(s + у) + 2(2, + э) + (% + ys) — + N) 
2, Luis 12 

für die Anzahlen y, die Bedingungsgleichung: 

3) 3% + 29, H Ys — h — 2% =). 


Diese Beziehung giebt ein Mittel an die Hand, um ein ge- 

gebenes Polyeder А, auf seine Reducibilität hin zu prüfen und 

successive die in ihm etwa enthaltenen Polyeder zu bestimmen. 
Das einfachste in Frage kommende Lösungssystem der 

Gleichung (3) ist gegeben durch: 

Thiel 
Dasselbe definiert ein ausschliefslich aus sechsseitigen Grenz- 
flächen bestehendes Einschaltungssystem. 


Die Polyeder des Bereiches B,, d. h. die Polyeder, welche 
definiert werden durch die Gleichung 


3х, + 225, +, — 12 = 0, 
können, wenn überhaupt, nur Einschaltungssysteme dieser 
вресіеПеп Art enthalten. 
Jede Erweiterung eines gegebenen Polyeders zu einem ent- 
haltenden Polyeder, bei welcher das hinzutretende Flächensystem 
nur Grenzsechsseite enthält, soll eine Elementarerweiterung, das 


Erweiterungsnetz, längs dessen sie vollzogen wird, aber ein Ele- 
mentarnetz beisen, 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 5 
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$ 15. Elementarpolygone und Elementargürtel. 


Die einfachste Form der Elementarerweiterung eines ge- 
gebenen Polyeders A, zu einem enthaltenden Polyeder А, 
besteht in der Spaltung desselben längs eines auf ihm vor- 
handenen Elementarpolygones P in zwei Bestandteile 5,, S, 
und in der Verbindung der freien Berandungen letzterer durch 
einen zu jenem Elementarpolygone gehörigen, d. h. von 
zwei demselben isomorphen Polygonen berandeten Elementar- 
gürtel @<6). 

Die zwischen den dem Polygone P isomorphen Rand- 
polygonen R, und R, der Bestandteile 5, und S, eingeschal- 
teten m Flächen «алу; des Gürtels @<6) können dann 
zweckmälsig — und zwar auf doppelte Weise — in ein System 
von Elementarstreifen geordnet werden. Das eine System 
erhält man, indem man die an das Polygon R, grenzenden 
Flächen » 

СУСЕ СТ 
zu dem Elementarstreifen S,', die an den аар Rand А, des- 
selben grenzenden Flächen 


Lamiio, Lantar +++, ©®„% 
zu dem Elementarstreifen $,”, u. s. w. rechnet, das zweite, 
indem man die an das Polygon R, sich anschliefsenden Flächen 


Lante, Хаа +, (Ends 


zum Elementarstreifen Sy, die an den freien Rand Ry des- 
selben sich anschliefsenden Flächen 


<«„-ы%› ës Aë: °°°, CD 

zum Elementarstreifen ST, u. s. w. zusammenfalst. Jedes 
dieser beiden Systeme wird entsprechend dem morphologischen 
Charakter der Randpolygone R,, R, im allgemeinen aus einer 
bestimmten Anzahl »,, 7 vollständiger, d. h. geschlossener, 
und einer bestimmten Anzahl ọ,, 0, unvollständiger, d. h. ein- 
oder mehrfach unterbrochener Streifen bestehen. Die Grenze 
zwischen beiden Gebieten wird durch dasjenige Polygon RW, 
Rd gegeben, welches unter seinen Kanten solche von R, R, 
enthält. 


" www.rcin.org.pl 


$ 15. Elementarpolygone und Elementargürtel. 67 


Ich behaupte nun, dafs, wie auch der Gürtel @ beschaffen 

sei, allemal die beiden Beziehungen gelten: 
мењ, 2) رم‎ = 0. 

Zum Beweise der ersten Gleichung bemerke man, dafs der an 
R, grenzende Streifen S, mindestens eine Fläche «аһу des 
Streifens 50), aber keine einzige Fläche des benachbarten 
Streifens SU") enthält. Es folgt, dafs der Streifen 5, minde- 
stens eine Fläche des Streifens SV, aber keine Fläche 
des Streifens Sc? enthält, u. s. w., dafs schliefslich der 
Streifen 8,0—0 keine, der Streifen бу) mindestens eine Fläche 
des Streifens 8, aufweist. Der nächstfolgende Streifen St 
ist daher notwendig der erste unvollständige Streifen. Daraus 
folgt aber, wie behauptet, 
1) fa = Di, 
Um die zweite Beziehung zu bestätigen, denke man sich 
zwischen den Gürtel G und den Bestandteil 5, nach einander 
1+ SI dem @ isomorphe Gürtel @,, @,, ... eingefügt. 
Man kann mit nur unwesentlicher Einschränkung der anzu- 
wendenden Schlufsweisen die Annahme machen, dafs 7, > о, 
also [2] — 0 ist. Es liegt dann der Gürtel 


tt 800 + 2f + te 
ganz in dem Gebiete der 2r, vollständigen Elementarstreifen 
ЖОЙ EE Аа аре 
Folglich fallen die Flächen des Streifens S auf die 1 + о; 
Streifen 


Srel, E SEN sen, 
die Flächen des Streifens 5,” auf die 1 + о, Streifen 
et gote, ..., gv, 
schliefslich die Flächen des Streifens Ж?” auf die 1 + о; 


Streifen 
04-1 pe + 
se = 0 SU er en 8 “ CH 


Nach Voraussetzung gehört aber mindestens eine Fläche des 
Streifens f+% noch zu dem Streifen Бү, also gilt 


2a) 029. 
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Indem man jetzt mit Bezug auf das Polyeder А, den 
Gürtel G, statt zwischen Œ und 5, zwischen G und 8; ein- 
schaltet, so beweist man ganz ebenso die Ungleichung: 


2b) ЖҮЛ 
Mithin resultiert in der That: 
2) DEE 


Zufolge der hiermit bewiesenen Relation 


r +0. =p =r, о 
definiere ich die Gröfse y als die Amplitude des Elementar- 
gürtels G. 

Es zerfallen die Polygone P des Elementargürtels @ in 
zwei wesentlich verschiedene Kategorien: 

1) In solche Polygone P, welche den Gürtel @ in ein 
einfach, nämlich von P berandetes Flüchenstück F’ und ein 
im allgemeinen dreifach, nämlich von P, R, und R, berandetes 
Stück F” zerschneiden, und 

2) in solche Polygone P,, welche den Gürtel @ in zwei 
zweifach, nämlich von Р,, R, und von Р,, R, berandete Stücke 
G, und @, zerteilen. 

Da das von einem Polygone P umsäumte Flüchenstück X” 
sich lediglich aus Grenzsechsecken («,„},), zusammensetzt, so 
wird es seiner Construetion nach schon durch das Polygon P 
unzweideutig bestimmt. Es kann daher weder ein dem Po- 
Iygone P isomorphes noch überhaupt zwei einander nicht 
schneidende isomorphe Polygone enthalten. Keines seiner 
Polygone P kann daher Elementarpolygon sein. 

Falst man dagegen ein Polygon P, ins Auge und er- 
weitert den Gürtel @ durch zweckmüfsige Ansetzung neuer 
Grenzsechsecke an seinen Rand R, über diesen hinaus um einen 
dem Gürtel G, = (R,, Р,) isomorphen Gürtel б, == (Ry, Pa), 
so schliefsen die einander isomorphen Polygone P, und P, 
einen gleichfalls aus m Grenzsechsecken ««,+4,), bestehenden 
Gürtel С, ein. Jedes auf @ gezogene Polygon P, ist daher 
selbst ein Elementarpolygon mit zugehörigem m-flüchigen Ele- 
mentargürtel. 

Angenommen nun, unter den Polygonen P, eines zu einem 
Elementarpolygone R, gehörigen Elementargürtels G; = (R, , Rə) 
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seien zwei isomorphe, einander aber nicht schneidende Polygone 
P, und Р,' vorhanden. Dieselben werden den Gürtel in drei 
doppelt berandete Stücke Г,, @,, Г, zerschneiden, 
Го==(Е,, Р), M=(P,P) n= (P; R). 
Man setze den Gürtel @ über das Polygon R, hinaus fort 
und zerschneide darauf die resultierende Fläche durch ein mit 
P’ beginnendes System getrennt verlaufender isomorpher Po- 
lygone 
E Р”, Р 2: 
in ein System sich aneinander setzender mit 0, == (Р,, Р,) 
isomorpher Streifen 
Ө SRPS) ia, Aa 
Es sei 0,2—0 der letzte Streifen, welcher noch ganz inner- 
halb von Г, liegt. Der nüchstfolgende Streifen @,® teilt dann 
durch sein Randpolygon Ji den überschüssigen Teil von 
T, in einen zu 6,0) gehörigen Teil Г, und einen über 0,0) 
hinausreichenden Teil. Dem beide Teile trennenden Polygone 
P,» entsprechen in den isomorphen Streifen 
ais 91, @;",..., GAD 
ebenso viele isomorphe Polygone 
АГРЕ Вау теру Шү 
Dadurch sind auf dem Gürtel G, + T (Р,, R) neue 
isomorphe Streifen bestimmt: 
G = (Р,, Р,), бу = (Р, Р,),..., 902—9 = (Pe, Pe), 
Der nächstfolgende, an den letzten Streifen längs des Po- 
lygones Р,0) sich ansetzende Streifen @,” wird durch sein 
freies Randpolygon Р„?+1) das Г, abschliefsende Stück im all- 
gemeinen wieder in zwei Teile spalten. Zu dem Randpolygone 
РФ des ersten zu G,” gehörigen Teiles lassen sich in den 
p isomorphen Streifen 
Gs, Gi 9, Мы „ бур 
ebensoviele isomorphe Polygone ziehen, 
Ps, Fs, Ps, EG. e, 
welche auf G, + Г, gleichfalls р isomorphe Streifen bestimmen, 
Gs == (Pa, Py); Gy = (Ру, EC, Gs" = IRG Ch з / 
Ge = (Р?—%, PO). 
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Da die Anzahl der Grenzflächen von Г, eine endliche ist, 
so wird eine genügend häufige, etwa q-malige, Wiederholung 
der angewandten Einteilungsweise die Flächen von Г, endlich 
erschöpfen, d. h. es wird das Polygon Р mit dem Polygone 
R, identisch zusammenfallen. Dann aber existiert auf dem 
Elementargürtel.G,=(P,,P,') ein dem Polygone R, isomorphes 
Polygon P}. 

Wenn also auf einem von zwei isomorphen Polygonen R, 
und R, berandeten Elementargürtel G zwei andere gleichfalls 
isomorphe einander aber nicht schneidende Polygone P, und Тү 
vorkommen, so enthält der Gürtel zwischen letzteren allemal min- 
destens noch ein drittes seinen Randpolygonen R, und R, iso- 
morphes Polygon Р,. 

Dieser Satz bietet offenbar die Möglichkeit, jeden belie- 
bigen Elementargürtel @ durch ein System einander nicht 
schneidender, den Randpolygonen R, und R, und folglich ein- 
ander isomorpher Polygone 

ү: ЧЕЛИК EN А, 
in eine Reihe sich gegenseitig ausschliefsender, im allge- 
meinen nicht isomorpher irredueibeler Gürtel zu zerschneiden. 
Ist die Zahl m = 0, so ist der Gürtel @ schon an sich irre- 
dueibel. 

Man kann jetzt zu irgend einem Elementarpolygone R, 
durch fortgesetztes Ansetzen von Elementarstreifen eine ins 
Unendliche reichende Fläche und auf derselben alle — mög- 
licher Weise in unendlicher Anzahl — vorhandenen, mit K, 
isomorphen Polygone K, R,,..., construieren, welche mit J, 
zusammen je einen irredueibelen Gürtel einschliefsen. Da, 
wenn a die Anzahl der Kanten des Polygones R, und folglich 
auch jedes anderen Polygones R bezeichnet, kein einziges Po- 


lygon sich über mehr als [2] aufeinander folgende Elementar- 


streifen erstrecken kann, indem ein solches mit zwei Flächen (a> 
eines von ihm durchquerten Elementarstreifens mindestens je 
zwei Kanten gemein hat, und da unter der gemachten Vor- 
aussetzung das Polygon R, dem gewonnenen Satze zufolge 
von jedem Polygone Rs; geschnitten wird, so folgt, dafs alle 
Polygone Rı+; innerhalb des von den ersten an R, angesetzten 
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y+ [5] Elementarstreifen gebildeten Gürtels @ enthalten sind, 
wo y die Amplitude des zwischen R, und R, liegenden Gürtels 
angiebt. Es enthält aber der Gürtel @ nur eine endliche 
Anzahl von Elementarpolygonen P, also auch nur eine end- 
liche Anzahl о von den mit R, isomorphen Polygonen Ju 
Mithin resultiert der wichtige Satz: 

Theorem 7. Die Anzahl der zu einem beliebigen Elementar- 
polygone gehörigen irredueibelen und allomorphen Elementargürtel 
ist endlich. 

Man kann sagen, dafs ein Elementarpolygon den ihm zu- 
gehörigen о irredueibelen Elementargürteln gegenüber sich 
periodisch verhält. 

Bezeichnet y; die Anzahl der Seitenflächen des Elementar- 
gürtels G;, so stellt sich die Anzahl der Flächen irgend eines 
zu P gehörigen Elementargürtels in der Form dar, 

ау, ta + ау 
wo die Grölsen a; beliebige positive ganze Zahlen einschliefs- 
lich der Null bedeuten. Im allgemeinen wird ein redueibeler 
Gürtel G auf mehr als eine Weise in ein System sich aus- 
schliefsender irredueibeler Gürtel zerlegt werden können. 


$ 16. Normalpolygone und Normalgürtel. 


Die vergleichende Betrachtung der Polyeder in Rücksicht 
auf ihre etwaigen Elementarpolygone läfst nicht nur die zahl- 
reiche Verbreitung dieser Polygone sondern auch eine grofse 
Mannigfaltigkeit in den vorkommenden Formen erkennen. Am 
häufigsten treten solche Polygone auf, für welche mindestens 
је ein zugehöriger irredueibeler Elementargürtel sich auf einen 
vollständigen oder einen unvollständigen Elementarstreifen und 
zwar во reduciert, dafs jede seiner Flächen von den beiden 
Randpolygonen des Streifens begrenzt wird. Diese der Natur 
des Gürtels nach einfachsten und, wie die Folge zeigen wird, 
auch wichtigsten Elementarpolygone sollen als Normalpolygone, 
ihre zugehörigen irreducibelen Elementargürtel als Normal- 
gürtel bezeichnet werden. 

So besitzt beispielsweise ein Tetragonhexaeder А, mit 
den Gegenecken 
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Lex, “a, gl und (а, 6, 9) 
und den drei Paaren von Gegenflächen 
(aD, , Саз) 
1) vier Normalpolygone des Typus 
ER esl, |æ, gel, |6, “|, |, gl, |93, æl, Je, “|, 
2) sechs Normalpolygone des Typus 
I, el, | ®, 66 |, I, el, |, © |, 
Го, gel, 1а, а |, |as, 9 |, |as, al. 
Die zugehörigen Normalgürtel bestehen 
1) aus drei sich paarweise seitenden Flächen 


COMETE Sad, ka, e Фо» |:+++, CO TECO TERE 
CD К e Se 
Fall eines vollständigen Normalgürtels, 
2) aus zwei getrennten Sechsecken 
*) <от) ln ауу, Ха), <), +; 
«о °, <), (u), a), = 
Fall eines unvollständigen Normalgürtels. 

Ein Hexaeder zweiter Art A,” mit den isomorphen Ecken 

(Са), Lloar (a) und (Card, а), (a) 
besitzt 

1) zwei Normalpolygone des Typus 
Je, gel, I, «|, Je, asl, |, |, las, æl; |as; gel, 

2) zwei Normalpolygone des Typus 

[а, о, |, In, asl, Lë % Ё | @&, & |, 
|, «|, Га, “|, Га gel, |, @ |. 

Die zugehörigen Normalgürtel bestehen 

1) aus einem einzigen Sechseck 

Cara |, Car, COD СУЯ 

2) aus vier Sechsecken 
Сал) |: -y ©», (aD, а), °°", аз» | :***, CD, а, а), ***» 
Саз JS Са), ©)» Cas, 5-5, ау» |:++-, Сауу, а), (en, °. 


*) Die Polygone («;), und <a,), sind beide in positivem Sinne 
durchlaufen. 
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Um die allgemein topologischen Verhältnisse der Normal- 
polygone genauer zu studieren, treffe man folgende den Über- 
blick erleichternde Festsetzungen. 
Wenn die Oberfläche 5 eines gegebenen Polyeders A, 
durch ein Normalpolygon 
` Pak, hyj an ы 
in die beiden Bestandteile S, und 5, geteilt wird, so, seien die 
an das Polygon grenzenden Randflüchen von S, und S, ent- 
sprechend bezeichnet durch 
<В,» <В, +", Bm) und «р, (74D, 8, (nD: 
wo jeder durch а aufeinander folgende Kanten E gehenden 
Fläche <« auch a verschiedene Bezeichnungen <8» oder <y> 
entsprechen, je nachdem besagte Fläche zu 5, oder S, gehört. 
Durch die Aufhebung des directen Zusammenhanges von 5, 
mit S, und durch die Einschaltung eines — dem allgemeinsten 
Fall entsprechend — vollständigen Normalgürtels 
G = <0,),, <, · WË? 
treten an die Stelle von P die beiden Polygone 
í В, к, М, УК Км, 
PS k”, м”, т. К, 
von denen Р” den Bestandteil $,, P” den Bestandteil S, be- 
randet. 
Berücksichtigt man nun, dafs den № — g + 1 aufeinander 
folgenden Kanten 
kos kotis сс, kumi, Kn 
einer Fläche <ß) oder (y> entweder die aufeinander folgenden 
Kanten 
kg, kopir с, ау № 
oder die Kanten 
KE, kotis nr, Kirs Ka 
einer Fläche <d,) entsprechen, und dafs die durch die beiden 
Kanten 
k-i und kiga 
oder durch die Kanten 
ki und kiy 
gehenden benachbarten Flächen 
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<ð) und (yı) 

gleichfalls durch je eine Kante der Fläche (6,) gehen, dafs 
endlich noch mindestens eine Kante / oder eine Kante H in 
<6,) enthalten ist, so folgt, dafs die Anzahl A — g höchstens 
den Wert 2 haben kann, dafs also von den Kanten eines 
Normalpolygones höchstens drei aufeinander folgende in der- 
selben Ebene liegen. 

Der Verlauf eines, diese Bedingung erfüllenden Polygones 
P, stellt sich hiernach notwendig in folgender Gestalt dar: 


Na ENNEN Л 
VW — МУМ 


ANY WSV: 
АА “ылд 


(0, 7 =0, 1, 2, °°°). 
Setzt man an dieses Polygon nach der Seite der В hin 
einen Elementarstreifen an, so nimmt dessen freier Rand die 


NER NN A 


5,®) 


Ух DAN: 
ое AN | AN ee Së 
WA E 


(р =р—– 1, а=9+ 1). 
In dem Falle nun, dafs Р, Normalpolygon ist, müssen 
P, und P, isomorphe Polygone sein. Das Polygon P, reprü- 
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sentiert daher nur eine veränderte Auffassung des Polygones 
Р,, und umgekehrt. Enthält also das Polygon Р, zwei Züge 


von den Formen: 
Р—1 


Ж» ААА /, 
һул у. 


во enthält es auch zwei Züge: 


wu A ANANAGA 


+1 


» ЛАДА 


Nach demselben Schlusse enthält es dann aber auch zwei Züge: 


wg A УА N: 
ә V VA-/VV V: 


und allgemein zwei Züge: 
р+и-1 р+и 


ЛЛА A 


ar дфн 


о Муу ААМ 


wo ш gröfser als jede positive ganze Zahl werden kann. 
Der Verlauf eines Normalpolygones fällt sonach allemal unter 
die Form: 


М уу А ўз 


und es zeigt der Vergleich von 1) und 2), dafs diese Form 
auch die hinreichende ist. 
Man kann das erhaltene Resultat wie folgt formulieren: 
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In jedem Normalpolygone 
P=h, ka, eê Fn 
folgen auf drei in einer Randfläche <В; des Bestandteiles 5, 


liegende Kanten 
Foi, kg, Тода 


allemal drei in einer Randfläche <y; des Bestandteiles 5, 
liegende Kanten 
Км, ku, ba H 
Da hiernach in einem Normalzuge 
ho, ka, Кн, Wa Kii; kr, Шү дч 
zwischen den Tripeln 
koi; ko, Eu und kadi, Ay, Kapi 
keine drei aufeinander folgende Kanten 
Кы, ki, Каа 
in ein und derselben Ebene liegen, folgt, dafs die Anzahl der 
zwischen k, und E, liegenden Kanten eine ungerade ist, und 
dafs in der Kantenfolge 
‘° ‘Bos, kg, Kota, zo ban К, baqa, °°° 
je zwei benachbarte Kanten aufserhalb einer Ebene liegen. 

Aus beidem schliefst man den Satz: 

Theorem 8. Damit ein Kantenpolygon von P ein Normal- 
polygon sei, ist es notwendig und hinreichend, dafs die Anzahl 
seiner Kanten eine paare ist, und dafs in mindestens einer der 
beiden Kantenfolgen 
1) kis Ку er, Mann Kanty 
2) М» kir = sp Kincs, Kin 
je zwei benachbarte Kanten aufserhalb einer Ebene liegen. 

Hat man für ein auf dem Polyeder А, gegebenes Normal- 


polygon 
P=h, Ki u. kami; Кэм, 


welchem ein vollständiger Normalgürtel zugehört, die durch 
den Satz ausgezeichnete Kantenfolge festgestellt, etwa 


Е, =; Eh Re 
— ich bezeichne dieselbe als eine Folge von Gegenkanten — 
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so kappe man die m Kanten derselben von А, mittelst eben- 
sovieler einander nicht störender vierseitiger Fundamental- 
schnitte 
(OD, (OD, ..., (sms), Хдза-1). 

Je zwei benachbarte Flãchen dieser Reihe 

da) und «д> 
vermehren die Seiten der in ihrer Verbindungskante Ks; sich 
schneidenden zwei Grenzflächen 


<В) und (ya) 
um je eine Einheit. Da sie aber gleichzeitig bezüglich der- 
selben Kante Scheitelflächen sind und auch keine Kante gemein 
haben, so kann das erhaltene Polyeder А, sich selbst iso- 
morph so stetig variiert werden, dals successive alle m Flächen- 
quadrupel 
Lôi), (BaD, <ун>, COs) 

zu gegenseitiger Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden die 
m Kanten 

ky, ku, .... Kans, Кэл 
aus den Begrenzungen der m Flächenpaare 
<>, <); (ÊD, DF و‎ (Beams), (Yams); (Bsn), Pam) 
aus, und diese nehmen wieder ihre ursprüngliche Form an, 
während gleichzeitig die m Grenzflächen 

<>, (ê), "Эё <дэл—з2› DEE 

in ebensoviele Grenzsechsecke übergehen. 

Hiermit ist gezeigt, wie für ein das Polyeder A, in die 
Bestandteile S, und 5, teilendes Normalpolygon die Einschal- 
tung eines Normalgürtels zwischen 8, und $, durch ein 
System von Fundamentalschnitten geleistet werden kann. 

Es streitet nicht wider den Begriff des Normalpolygones, 
wenn in einem Kantenpolygone 

Deck, ka, ..., komi, kam 
mit der Gegenkantenfolge 

Ry Ras un Mans, Mami 
zwei isomorphe Züge 


зда, kaipa, <<, Feqe und Кыраа, kur, <<<, Korpi 
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identisch zusammenfallen. Man hat bei der Construction des 
zugehörigen Normalgürtels nur darauf zu achten, dafs jede 
doppelte Kante 
Та к= =— kox+ı 
durch zwei einander seitende Flächen 
«зы und «быу 

von dem Polyeder abzuschneiden ist. 

Gemäls dieser erweiterten Definition besitzt das Tetraeder 


А, = <о,%, (U), ау», CCDs 
drei Normalpolygone des Typus 
Je, а |, In, asl, [а & |, Io, |, 
| “» el, Is, |, |as, æl, а pel, 
Das Pentaeder A, mit den sich dreifach scheitelnden Grenz- 
dreiseiten 
< DF SDs 
und den drei Grenzvierseiten 
Ces (sD, <>, 
besitzt drei Normalpolygone des Typus 
Ile, а |, 1а, 6 |, 1а, а |, 19 “|, 
Газ, а, |, 1а, & |, 1а, = |, | as, gel, 
Endlich besitzt das oben beschriebene Hexaeder A,” aufser den 
angegebenen noch das Normalpolygon 
Lë, gel, Iesel Im, |, | e, gel 


| as, «з |, Го, gel, [а 5 |, I, gel, 


$ 17. Die Existenz von Normalpolygonen auf einem 
allgemeinen Polyeder. 
Der Satz, dafs von den 2m Kanten eines Normalpolygones 
P= ki, ky, -o.p Һал, Kom 

die mit geradem bezw. die mit ungeradem Index eine Folge 
von Gegenkanten bilden, ist für die weitere Theorie in dop- 
peltem Sinne von Bedeutung. Indem derselbe nämlich einer- 
seits ein einfaches Mittel darbietet, um für ein vorgelegtes 
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Polyeder А, die sämtlichen Normalpolygone zu bestimmen, 
lehrt er andererseits dadurch die Frage entscheiden, ob die 
Existenz von Normalpolygonen auf einem allgemeinen Po- 
lyeder A, noch an engere morphologische Vorkommnisse ge- 
bunden oder eine allgemeine invariante Eigenschaft dieser 
Körper ist. 

Was nun zunächst das Bestimmungsverfahren der Normal- 
polygone eines gegebenen Polyeders A, betrifft, so stellt sich 
dasselbe in allgemeinster Form wie folgt dar: 

Man greife aus den 3n — 6 Kanten von A, eine beliebige 
Kante А, heraus und bestimme deren vier Gegenkanten 

Кол, Коз, Коз, Кол, 
wo die Bezeichnung so gewählt sei, dafs ko, mit Коз und Коз 
mit ko in je einer der beiden zu E, gehörigen Scheitelflächen 
liegen. Jede der vier Kanten ko., besitzt selbst wieder vier 
Gegenkanten 
Колу Кок, Коз, konts 


(ko,1,1 == ko,2,1 == Поз == Юл = ko), 


von denen wieder die Kanten bo, als mit kọ in je einer 
Ebene liegend vorausgesetzt werden. 

Zu jeder unter den Kanten ko, /о, г, noch nicht enthaltenen 
Kante ko,.,., gehören wiederum vier Gegenkanten 

Ko, aye, 19 Кызу Dann: Колы, 

von denen wieder die beiden ersten und die beiden letzten je 
einer Grenzfläche angehören. 

Fährt man in dieser Gruppierung der Kanten des Poly- 
eders fort, so gelangt man zu folgendem Schema: 

х, = kos 
Пол, Гоз D Пов, koa, 


Тоу Поз) Тозу Royanê; 
TTT Коу sts Fen. ET 


Dieses Schema ist dadurch vollkommen charakterisiert, dafs 
von den zu einer Kante 
Кат 


der h + 18% Zeile gehörigen vier Gegenkanten 
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Koen- ei Ковано Koren- е3) äs gtt 
nur diejenigen in die A + 2" Zeile eingereiht sind, welche nicht 
schon unter den Kanten der ersten -+ 1 Zeilen enthalten sind. 
Liest man jetzt aus vorstehendem Schema alle diejenigen 
eyklischen Kantenfolgen ab, 
KE 


in welchen, mit %,, und be, Kanten derselben, nämlich der 


nga دو"‎ уэ ba: kiras LE ‚у kipya? ny» 
en Zeile bezeichnet, die Indices von je drei aufeinander fol- 
genden Kanten eine der vier Kombinationen vertreten 

a e LS НЕЗ а А ЧР У 
DIN OE EM ВНЕ АЕА Ee 
БҮ BIE ооа Оа осел Ж О NEE. ОУ 
ФМО гасе еу баз дд О ау «ъс, йй A a BEE, 
so liefert jede derselben eine Gegenkantenfolge eines Normal- 
polygones des Polyeders A,. 

Erschöpfen die Kanten des Schemas X, alle (3n — 6) 
Kanten von A,„, dann sind durch die resultierenden die sämt- 
lichen Normalpolygone gegeben. Im gegenteiligen Falle be- 
stimme man innerhalb des Systemes der aufserhalb X, liegen- 
den Kanten ein zweites Schema X, und in demselben alle 
Normalpolygone, und fahre in dieser Einteilung der Kanten 
fort, bis die Schemata X,, X,, ... alle Kanten von A, ab- 
sorbiert haben. Damit sind auch alle Normalpolygone ge- 
funden. 

Es ist leicht einzusehen, dafs der vorbeschriebene Procefs 
im ungünstigsten Falle schon nach dreimaliger Wiederholung ab- 
bricht. — Denn daraus, dafs durch zwei benachbarte, d. h. auf 
derselben Kante gelegene Ecken entweder eine und dieselbe 
oder je eine Kante des nümlichen Gegenkantensystemes geht, 
folgt die gleiche Eigenschaft zunächst für je zwei Ecken einer 
und derselben Grenzfläche und weiter für irgend zwei Ecken 
überhaupt. Da aber in jeder Ecke nur drei Kanten zusammen- 
stofsen, so können, wie beispielsweise beim Tetraeder, auch 
nur höchstens drei einander ausschliefsende, vollständige Gegen- 
kantensysteme neben einander existieren. 
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Um die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fest- 
zustellen, unter welchen die Kanten eines allgemeinen Poly- 
eders А, ein, zwei oder drei vollständige Gegenkantensysteme 
eonstituieren, bezeichne man die Kanten der durch die Kante 
ko gehenden Fläche еа in ihrer natürlichen Reihenfolge 
durch 

vg Ба Кэз буу Күз Буу хоту. 


die aus ihren Ecken 


wur (km-i; Fn), (Ems Fo), (kos А), -> 
austretenden Kanten durch 
E et ett E 
Es gehören dann zu dem Systeme der Gegenkanten von kg 
die Kanten: 
hy, ky, kg, kes kas ben 
(ki = Кинен == Кэл} › A = Rim 15 iyana) ` 


Fällt daher die Anzahl m, =m + 1 der Kanten von «о> 
unter eine der Formen: 


1) ms Amt +1, 2) m = 3w +2, 
so sind alle Kanten k; und k’ mittelbare Gegenkanten der 
einen Kante E 

Nach Früherem bedingt aber die Zugehörigkeit von drei 
in einer Ecke zusammenstolsenden Kanten zu dem nämlichen 
Gegenkantensysteme auch die Zugehörigkeit jeder weiteren 
Kante zu diesem Systeme, mithin folgt, dafs unter der ge- 
machten Annahme die Kanten von А, ein einziges System von 
Gegenkanten bestimmen. 

In dem zweiten möglichen Falle, dafs die Seitenanzahlen 
der Grenzflächen des Polyeders durchgängig Multipla der Zahl 
drei sind, führt schon die Annahme, dafs irgend eine Kante Ж, 
mit irgend zwei in einer Ecke zusammenstofsenden Kanten k; 
und Б durch zwei Reihen aufeinanderfolgender Gegenkanten 
verbunden sei, wie durch 


le тй EE aE. 


auf einen logischen Widerspruch. 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 6 
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Zunächst kann man nämlich den angesetzten zwei Kanten- 
folgen die Beschränkungen auferlegen, dafs keine dieselbe 
Kante zweimal enthält, und dafs beide die einzige Kante A, 
gemein haben. Andererseits würden sich aus ihnen sogleich 
zwei andere Folgen ableiten lassen, welchen diese Eigenschaften 
zukommen. 

Bestimmt man nun in einer so definierten eyklischen Reihe 

kos By, Bay <, kp, kis ke, Bq", kois -e.s Fı", ko 
die unzweideutig bestimmten Verbindungskanten der einzelnen 
Paare benachbarter Gegenkanten, so tritt an die Stelle der 
vorstehenden unterbrochenen Kantenfolge ein eindeutig fixiertes 
geschlossenes Polygon: 

P, =. ko, Жл, АР Kis, ky, АРА kp, Кы, ki, 

key kkas Ni: Faas, Паду «<, Bi", Мо, Ку. 
Dabei ist wesentlich zu bemerken, dafs eine Kante E oder 
eine Kante k,” zu den Kanten von P, gehört, oder nicht, je 
nachdem die ihr beiderseits benachbarten Gegenkanten 71 
oder %yzı aufserhalb oder innerhalb einer Ebene liegen. 

Man kann die weiteren Schlüsse wiederum auf den ein- 
geschränkten Fall basieren, in welchem weder eine Kante hy 
mit einer Kante E, noch eine Kante %,_,, mit einer Kante 
Tx’, noch eine Kante ky mit einer Kante //, 1-1, noch endlich 
eine Kante E mit einer Kante K4, „1 zusammenfällt. Denn 
je nachdem einer dieser vier Umstände stattfünde, würde ent- 
sprechend eine der Reihen 
a) ku = kys karı, و‎ kp, ki, Мм, De EA ЫАЛ. kiti Sek, 
H A, Bis Neen Bän el; a <, ia Ros 
0) А, Еау da Ri a Ку, 
da) ko, bh, ky, эу LE һзм, DEF м”, A, ko, 
йз) М, Ж, وه و‎ EE ر و‎ Мыл, E و د ودد‎ 
den gestellten Forderungen genügen und zweckmälsig an die 
Stelle der ursprünglichen Folge treten. 

Dies vorausgeschickt, bezeichne S, denjenigen von dem 
Polygone Р, berandeten Bestandteil der Oberfläche des Poly- 
eders A,, welcher die von den Kanten k; und k, mitbegrenzte 
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Fläche «е; 2) umfalst. Da diese Fläche Зи Kanten besitzt, 
nämlich 

ki = kas kb, Kar. №, P ke, = Kr, 
kann man, dem Laufe des Polygones folgend, zwischen den 
beiden Kanten /; und ką eine Verbindungsreihe von durch die 
Ecken der Fläche <«;,> gehenden Kanten herstellen: 

kiy Ray Bus ki p en bes, Бр, oy бу, Ba Бы, Er, 
in welcher sowohl je zwei zwischen k; und kv, als je zwei 
zwischen f und Xy liegende benachbarte Kanten directe Gegen- 
kanten sind, die Kanten kr, kw aber in einer Ecke von <e; > 
zusammenstofsen. 

Das zu der Kantenfolge 
Kyle nenn руй, Keen М Fan Мы, Жу EE Жу 
gehörige Polygon 

Pa = k, Ku, By «<y br keg ooy К, Bas К 
wird einen Bestandteil 5, beranden, welcher die sämtlichen 
Flächen von S, mit Ausschlufs der einen Fläche <«,,,> enthält. 

Man kann, wie vorher aus dem Polygone P, mittelst der 
Fläche <, > das Polygon P,, aus diesem mittelst einer der 
beiden durch ky und ky gehenden, möglicherweise identischen 
Flächen Фигу und («r> des Bestandteiles 5, ein Polygon Р, 
ableiten, 

Р = kos ba, By, co, een Ra a khos Ку, 
dessen zugehöriger Bestandteil S, eine Fläche weniger als 5, 
enthält, und in dieser Reduction fortfahren, bis man schliefs- 
lich zu einer Kantenfolge gelangt, 

ko, ki, ... kym)» Кт) ++) k", ko, 
deren zugehöriges Polygon Pm nur noch eine einzige Grenz- 
fläche <a> einschliefst. 

Es setzt aber die Existenz vorstehender Verbindung not- 
wendig voraus, dafs die Anzahl der Kanten dieser Fläche 
Сао, кп) unter eine der beiden Formen fällt: 

u=3m +1 oder ps Зт +2; 
das aber verstölst gegen die eingangs gemachte Voraussetzung. 

Fafst man alles zusammen, so kann man folgendes Re- 

sultat aussprechen: 


й) 


6* 
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Theorem 9, Die 3n — 6 Kanten eines allgemeinen Poly- 
eders A, ordnen sich entweder, wie im Falle des Pentaeders, in 
ein einziges, oder, wie im Falle des Tetraeders, in drei getrennte 
aus је п — 2 Elementen bestehende Systeme von Gegenkanten, 
und zwar findet die erste oder die zweite Anordnung statt, je 
nachdem nur ein Teil oder alle Grenzflächen des Polyeders durch 
eine mittelst drei teilbare Anzahl von Kanten begrenzt sind*). 

Kappt man von einem Polyeder A, der zweiten Kategorie 
die 2n — 4 Ecken mittels ebensovieler dreiseitiger Schnitte, 
so stellt das resultierende Polyeder Аз, 4 wiederum einen 
Körper der nämlichen Art und zugleich ein Polyeder der zweiten 
Klasse im Sinne des Paragraph 9 dar. Schneidet man anderer- 
seits von demselben Polyeder A, die n — 2 Kanten eines 
Systemes von Gegenkanten mittels ebensovieler vierseitiger 


*) Aus der Bemerkung, dafs, wenn (о, HIEN irgend eine Ecke 
eines allgemeinen Polyeders ist, sowohl durch die vier Fundamental- 
schnitte A 
ё, £ (& а, el, 8,2 (d,,0,,€,), 3£ (д,, 9, в), б, s (è “|, СЭ) м 
als auch durch die sechs Fundamentalschnitte 

б, £ (Ais а, а), д, E (Örs Ais а), дз = |, “|, 
д, -е fe, ду, д), ۵ -> (а, ду, ду), д, E. (о, б,, 6) 


die Seiten der drei Grenzflächen 

ud» а), Ka) 
um je drei vermehrt werden, während nur solche Grenzflächen hinzu- 
treten, deren Seitenanzahlen Multipla von 3 sind, folgt, dals für jedes 


n von der Form 
n=4+44m und n=4 Hom, 


d. h. für jedes n der Form 

n =8 4 2m 
n-eder construiert werden können, für welche die Zahl der Seiten jeder 
Grenzfläche ein Vielfaches von 3 ist. 

Ob auch für eine unpaare Flächenzahl Polyeder dieses Typus 
existieren, konnte nicht entschieden werden. 

Die beiden ersten Figuren der Tafel П. veranschaulichen zwei Po- 
lyeder mit drei getrennten Systemen von Gegenkanten. In denselben 
sind die Kanten der verschiedenen Systeme durch verschiedene Schattie- 
rung hervorgehoben. 
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Schnitte ab, dann erhält man einen Körper А, der dritten 
in Paragraph 9 definierten Klasse, und zwar einen solchen, für 
welchen die Seitenanzahlen sämtlicher Grenzpolygone Multipla 
von 4 sind. 

Zur Beantwortung der zweiten, an den Eingang gestellten 
Hauptfrage übergehend, setze man zwischen den vier direeten 
Gegenkanten einer Kante k, folgende Unterscheidungen fest: 
Man fasse die Oberfläche S des Polyeders als Operationsgebiet 
auf und lege innerhalb desselben der Kante E eine bestimmte 
Richtung X, == | a, b, | bei. Alsdann erscheinen die beiden in 
k, sich kantenden Grenzflüchen (8,> und <y,> einem mit den 
Füfsen nach der Ecke a, mit dem Kopfe nach der Ecke b, 
gerichteten, in das Innere des Polyeders blickenden Beobachter 
als links- und rechtsseitige Fläche, und, indem man, der Rich- 
tung |а, 0, | folgend, die Umfünge beider Flächen bis zu 
ihren nächsten Ecken beschreibt, wird man dieselben auf resp. 
der links- und der rechtsseitigen Gegenkante der Kante k, = | a, , б, 
verlassen. 

Nach diesen Definitionen besitzt eine ihrer Lage und 
Richtung nach gegebene Kante 


k = |а, b | 
nicht nur genau eine linksseitige und eine rechtsseitige Gegen- 
kante, nämlich resp. 


kr = | ал, b| und k = | аз, bis l; 
sondern es ist dieselbe auch nur zu einer einzigen Kante links- 
seitige, zu einer einzigen rechtsseitige Gegenkante, nämlich 
zu resp. 
Таз = | аз, Ds | und kia = | Gua, Dal, 
Man bestimme nunmehr, ausgehend von einer Kante 
і == |а, b | 
diejenige Kantenfolge 
„=, hei, BS oo 
in welcher jede folgende Kante linksseitige Gegenkante der 
vorhergehenden ist. Dann zeigt die Folge der Zwischenkanten 


ks = | bis a|, kos = | Bs, Os |, koa = | bs, Oa |, ... 
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offenbar die entgegengesetzte Eigenschaft. Es mufs aber, da die 
Anzahl der unmittelbaren und mittelbaren Gegenkanten der 
Kante k, eine endlich begrenzte ist, in dem genügend weit 
fortgesetzten Kantenzuge 

ki, Pa, ko, a ks, Еа, © 
eine erste Kante 

Em = | ûn, Bi | 

auftreten, welche entweder mit einer der vorhergehenden Kanten 
zusammenfällt, oder als dritte Kante in eine Ecke des Zuges 
neu eintritt. Dabei kommen verschiedene Möglichkeiten in 
Betracht. 


la) Angenommen, es coineidieren die Kanten 
hm = | ûn, Bel und k= | а, 0 |, 
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten 
| bn, m| und 15, о | 
die beiden Kanten 
[ 5,1, aa und | 6-1, а: |. 
Es sind aber Voraussetzung und Folgerung miteinander nur 


in dem einzigen Falle verträglich, wo | bm, а, | IB; el 
ist, und dann definiert die Reihe 


a ee, ewen Emmi; м 
eine Gegenkantenfolge eines Normalpolygones. 
1b) Angenommen, es coineidieren die Kanten 
| am bm | und [0,0], 
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten 
| bm, an | und | «i, 6:1 
die beiden Kanten 
| ba-ı, Amı | und | а, De |; 


ein für keinen Index û mit der Definition der Kante |an, bn | 
vereinbarer Schlußs. 


2a) Angenommen, es coincidieren die Kanten 
|а; | und | 9:1, “|. 


In diesem Falle repräsentiert die Kantenfolge 
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| üi, 6: 1, Га, bir 2 lan, bn | 
eine linksseitige Gegenkantenfolge, deren erste und letzte Kante 
in einer Ecke bn = а; zusammenstofsen. 

2b) Angenommen, es coineidieren die Kanten 

| Am, dm | und | ai, bil. 
Alsdann giebt die Folge 
Lë Варе Brot, ss [6а Br | 
eine Reihe aufeinander folgender linksseitiger Gegenkanten, 
deren erste und letzte Kante 
Га, 61 und | anmi, 6а: | 
mit einer Kante 
la, 8:1 
einem ebenen Kantenzuge angehören. 
3) Die beiden noch übrigen Fälle, in welchen die Kante 
| аһ, 0 | 
als dritte in einer Ecke a,, b; endende Kante 
| an, а |, | an, bil 
erscheint, zeigen denselben Charakter wie resp. die Fülle 2a) 
ünd 2b). 

Aus den vorstehenden Deduetionen läfst sich unmittelbar 
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Da nämlich für ein 
Polyeder mit drei vollständigen Gegenkantensystemen die Fülle 
2) und 3) ausgeschlossen sind, so tritt für einen solchen Körper 


allemal der Fall 1a) ein. 
Man hat mithin den Satz: 


Durch jede Kante eines allgemeinen Polyeders mit drei voll- 
ständigen Gegenkantensystemen gehen allemal und mindestens zwei, 
nämlich ein links- und ein rechtsseitiges Normalpolygon. 

Auch in dem Falle eines ganz beliebigen Polyeders mufs 
die zu einer Kante | a,, b, | gehörige links- oder rechtsseitige 
Folge von Gegenkanten 


[йүү Di |, Fans Balls aus as 0 е, Пав, Bel, oe, 


da Coineidencen von Kantenpaaren 
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ein für allemal ausgeschlossen sind, sich stets in der Weise 
schliefsen, dafs eine letzte Kante | a„+1, 0.4: | mit der ersten 
Kante | a,, b, | zur Deckung gelangt. Hierbei wird das zu- 
gehörige 2m-kantige Polygon 
P=, bi, da, Bs, <. Am, ба, û, 
im allgemeinen sich selbst ein oder mehrere Male durchsetzen. 
Um unter der Voraussetzung einer linksseitigen Folge 
zunächst den Fall eines sich einmal durchsetzenden Polygones 
zu erörtern, hat man entsprechend der Art der Durchsetzung 
vier Möglichkeiten zu unterscheiden, nämlich: 
= jy brr Bas ae in, быз, Diy Dis nen, 
M1, Был, biı › Qi, быы, һы э +5) Amy бл, а, b; 
E = в, bh, Ges dar en 0-1, Da, а, Di, ch 
tias бл, Ar, Dicty Braas Ditty un Awa Bas fc 
3) Р, = а, Ët e ei ЛОБ Bast oe 
Orta 04, Di, Br, бър, бын, en Па; Da; бу, Бү; 
4( وہ۵ ک2‎ В,, %, Dain ш, ®,..., 
007. Dr; gr Da, Ger, DHI; en fe Der, Best 
Es fragt sich, ob zu diesen vier Typen von Kantenpoly- 
gonen auch noch elementare Einschaltungsflächen existieren, 
und wie dieselben zu construieren sind. 
Unter der Annahme eines Polygones P, kann man nach 
$ 17 von dem Polyeder die m — 1 Kanten der Folge 
| йкы, бын |, | Ortes Pes, <<, [Om Bel, |а,, В, |, | a, 61, ۰.<, 
Io Be |, | رمه‎ 60 | 
durch folgende sich paarweise seitende Grenzflüächen abschneiden, 
COs» REECH SES KRIS WEIT KK E 
Aen т de, <д—% H 
so dafs nur die in der Kante 
| @, „| = | biis а | 


sich seitenden zwei Grenzflächen 


www.rcin.org.pl 


§ 17. Die Existenz v. Normalpolygonen auf ein. allg. Polyeder. 89 
Cor, Dia, e, be> Zi) und <--, Arti, 0, Qr, DCD 


die Anzahlen ihrer Seiten ändern, nämlich sie um je eine Ein- 
heit vermehren. Dadurch aber, dafs weiter mittelst der beiden 
Flächen 

Ce 2 und <В: 
resp. die Kantenpaare 

|, 81|, |as, bal und |%, 01, |, быы | 

abgeschnitten, und sie selbst längs ihrer Scheitelkante 
18:1, 0; | 

zur Kreuzung gebracht werden, nehmen alle Grenzflüchen von 

A, ihre ursprüngliche, die eingeschalteten Flächen die Form 

von Grenzsechsecken an. — Es läfst sich also längs des 

Polygones P, in der That eine nur Grenzsechsecke enthaltende, 

d. h. eine Elementarfläche einschalten. 

Man erkennt leicht, dafs die wesentlichen Bedingungen 
vorstehender Construction auch seitens der Polygone Р,, Р, 
und P, erfüllt werden, und schliefst daher den Satz: 

Ist auf einem allgemeinen Polyeder А, eine links- oder 
rechtsseitige Folge von Gegenkanten gegeben, deren zugehöriges 
Kantenpolygon sich selbst ein- oder -mal durchsetzt, ohne 
dafs aber in einer Ecke mehr als zwei dieser Gegenkanten zu- 
sammenstolsen, so kann man längs desselben stets eine aus 
т -+ 1 oder m + h Grenzsechsecken zusammengesetzte Ele- 
mentarfläche in die Oberflüche des Polyeders einschalten. 

Im Gegensatze zu einem Elementargürtel zeigt diese Ein- 
schaltungsfläche nieht mehr die Eigenschaft, dafs auf ihr ein 
dem Grundpolygone isomorphes oder auch nur gleichartiges, 
d. h. wieder ein links- oder rechtsseitiges Normalpolygon 
existiert. 

Denn schreibt man abkürzungsweise: 


bn, a, bI = <>, (la, b, › 41) == <В), 
Op, а, b) = <>, «а, Bs; o] = CB, ..., 


und bestimmt zu der Kante | «,, д, | die linksseitige Gegen- 
kantenfolge, nämlich: 
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Га, Als |в,б,],..., 

Ile d р Je, Br |, | fis д, h | Biti iı |, eg 
[Bris 1], Jar, д: 1, [Bes Bel, |бе{а› ды, 18, бе|, +--> 
| Ва, Òn |, IB, д, |, RS 15-25 
| Bi-1, i-1 |, | Вг, бын р | зы, Gris |, SA 
so tritt diese mit der Kante | «на, б: | aus der Einschaltungs- 

fläche heraus. 

Es werde jetzt eine linksseitige geschlossene Folge von 
Gegenkanten betrachtet, 

а, b |, [%, bs |, ыы). [а, bl, SC [а, bi |, BEAT 

[а 15|, en Lëns del, |, bi]; 
von welcher drei Kanten 
|, bi |, | a, be |, | u, 0 | 

in einer Ecke zusammenstofsen. 

Dabei kommen vier Möglichkeiten in Frage: 
1) b= b, = 0, 2) b=bh=a, 
8) bzsu=A, 4 eu 0ш. 
Da durch den Wechsel der Bezeichnungen a,, 0, und durch 
die mit demselben verbundenen Namensänderungen der übrigen 
Kanten | n», Am—a| in | ûs, бз | der erste Fall in den 
vierten und der zweite in den dritten übergeht, bleiben nur 
die Fälle 1) und 2) als wesentlich verschieden übrig. 

Unter der ersten Annahme hat man in dem Polygone 

sep: Ba б, Ba e a б, Di; run, базу ca, 
а, бул, 2%, bi, 41, н, GES? 
Q1, bi, ш, b, а, бн, en Amy бл, a 

aufser den genannten noch folgende zusammenfallende Ecken: 


@; == йы, Kehl, ә 0. 
Behufs Construction einer zugehörigen Einschaltungsfläche 
kappe man zunächst die Kanten 


| а,, b, |, 209, | Aii; ба |, Га, б |, ань», баз | se 
е | a баа |, | Ortis Dipal, | Ortes Bete |,..., 
ео | ریه‎ бз |, Гары, Вны ly | Ortes Digal, (Gas Dn | 
in bekannter Weise durch die Flächen 
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KK saeg KH dir), RE KEE 
..., Oras dd ed 
күр; 49,1%, LOs ID SER? <д„%. 
Durch diese Operation verwandeln sich die in der Ecke 
b= 6 = 6, 
zusammenstofsenden drei Flächen 
(@iDa; «аа, › (Da, 
in die anderen 
(Dajte, Хаз, ааа, 
während alle übrigen Grenzflächen von A, ihren Formen nach 
ungeändert bleiben. Indem man nun weiter mittelst der drei 


Flächen 
<9),, <ф%, (OD; 
resp. die Kanten 
ER el, | @, el, | а, el 
und darauf mittelst der drei Grenzsechsecke 
<>, <, (Ds 
resp. von den Flächen 
dat, (Dats, Саз 
die Kantentripel abschneidet, 
<a): | Bi, Ortas di, Хау: | Bris диа, д2, Ca): Вл, дыы, б, 
gehen die Flächen 
«ы, «анз, COs 
<; 1), <%—1%, <), 
<, (ÛD, COT 
(Da +3, Зац», Заара 
in die anderen über: 
<), <), ds 
48:1), <®%—%› 4831), 
(De, (Ds, (De, 
DIE СЭЛ (Da, * 
Es bestimmen also die eingeführten m + 3 Grenzsechs- 


ecke in der That wieder eine zum Polygone P, gehörige 
elementare Einschaltungsfläche. 
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Der Unterschied zwischen den Polygonen P, und P, be- 
steht im wesentlichen darin, dafs die zu P, gehörigen Kanten 
| 1, D |, [а, b |, Ганы, ы | 
für Р, in die anderen übergehen 

|ы, ацы |, 160, а |, | biis ami |. 
Es gehört daher auch dem Polygone P, eine elementare Ein- 
schaltungsfläche zu. 

Sei schliefslich, der allgemeinsten Annahme zu genügen, 
von dem zur Kante |a,, b, | gehörigen linksseitigen Normal- 
polygone vorausgesetzt, dafs in zwei oder mehreren Ecken 
dı, Agy ... desselben je drei Gegenkanten | a, b; | zusammen- 
stolsen, so sind die bisherigen Einschaltungsmethoden da nicht 
mehr anwendbar, wo zwei oder mehrere Ecken q, ein zu- 
sammenhängendes System bilden, d. h. wo aus einer ersten 
Ecke q, eine Kante nach einer zweiten Ecke q,, aus einer von 
den beiden Ecken q,, 0, eine zweite Kante nach einer dritten 
Ecke 03, aus einer von den drei Ecken q,, 0, 9; eine dritte 
Kante nach einer vierten Ecke q, u. s. w. führt. Man wird 
dann jede Verbindungskante 

| u, b == 192, (7> | = | а, br | 
zweier solcher Ecken 

qı = (| ar, Bil, |, bel, |, 0) 

und Gel ar, br |, lge, br |, | ar, br ) 
durch ein Grenzsechsseit der Form abschneiden , 
(OD; = | du у, |, | д, O; |, | Or дь |, | д, у» |, 18, бе|, | д, де |, 
im übrigen aber die früheren Constructionen entweder direct 
oder passend modificiert anwenden, und so wieder zu einer 
durch das Polygon bestimmten elementaren Einschaltungs- 
fläche gelangen. 

Man kann daher den Satz aussprechen: 

Theorem 10, Auf einem allgemeinen Polyeder giebt es zu 
jeder Kante ein links- und ein rechtsseitiges Normalpolygon, längs 
denen sich je eine Elementarfläche in die Oberfläche des Polyeders 
einschalten läfst. 

Im besonderen kann es geschehen, dafs die zu der Kante 
"o, b, | gehörige links- oder rechtsseitige Folge von Gegen- 
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kanten alle 3n — 6 Kanten des Polyeders umfalst. So wird 
die in dem Pentaeder 


Kei 


2 


а 2; 
der Kante | a,, b, | zugehörige linksseitige Folge gegeben durch: 

In, 6,1, 15, bal, |as, а, |, [9, bal, |Ps, 6,1, 

а, gel, |as, Bal, |b, bal, |а, pel, I, 5,1. 

In diesem Beispiel gelingt es, die neun Kanten des Fünf- 
flachs durch ebensoviele Grenzsechsecke von dessen Oberfläche 
in der Weise abzuschneiden, dafs in dem resultierenden vier- 
zehnflächigen Körper — derselbe wird durch die vierte Figur 
der Tafel II veranschaulicht — fünf den Grenzpolygonen des 
Fünfflachs isomorphe Flächen isoliert auftreten. 

Die Methode, durch welche eine derartige Isolierung der 
Grenzflüchen eines allgemeinen n-flachs mittelst einer seinen 
Зп — 6 Kanten entsprechenden Einschaltung von 3n — 6 Sechs- 
ecken stets erreicht werden kann, findet sich in $ 24 allgemein 
entwickelt. 

Es mögen hier noch zwei naheliegende Fragen erwähnt 
werden, deren Erledigung vorerst hat unterbleiben müssen. 

1) Unter welchen Bedingungen existieren auf einem all- 
gemeinen Polyeder einfache, also sich selbst nicht durch- 
setzende Normalpolygone? 

2) Wann bestimmen alle 3» — 6 Kanten eines n-flachs A, 
ein einziges allgemeines Normalpolygon? 

Wie der Fall des Pentaeders zeigt, schlielsen diese Fragen 
einander nicht aus. 

Wenn im Folgenden von Kantenpolygonen eines Polyeders 
die Rede ist, so sind überall da, wo nicht ausdrücklich das 
Gegenteil gesagt wird, einfache Polygone gemeint. 
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Unter einem Hexagonoide im allgemeinsten Sinne soll 
jede polyedrische Fläche verstanden werden, deren Grenz- 
polygone ausschliefslich Sechsecke sind. — Die auf einer 
solchen Fläche vorhandenen Kantenpolygone 


E= pii; eee Dänn Phi ee Par; 
= фа, <y Quay eee Rn Baan 0 
stimmen sämtlich darin überein, dafs ihre ebenen Kantenzüge 


Pars en Par, Und Anis °<; hre, 
höchstens je fünf Kanten zählen. ‘Demgemäls soll unter Be- 
zug auf die den beiden Auffassungen Р, Q eines Kantenpoly- 
gones entsprechenden Anzahlen а,, ba ihrer h-kantigen ebenen 
Züge und unter der Bestimmung 

a, + 2a, + За, S bs + 2b, + 3b; 
der Ausdruck 

( + 2a, + За, = A) — (b, + 2b, + 3b; = B) 

als die Charakteristik des Polygones P= Q definiert werden. 
Diese zunächst scheinbar willkürliche Definition der Charakte- 
ristik C(P), sowie die dadurch geschaffene Einteilung der 
fraglichen Polygone in den verschiedenen Werten von С ent- 
sprechende Klassen hat ihren sachlichen und zureichenden 
Grund in nachstehendem Satze: 

Theorem 11. Je zwei auf einem Hexagonoide H gezogene 
Polygone R, und Rm, welche mit einander durch eine Reihe auf- 
einanderfolgender Nachbarpolygone verbunden werden können, 

R, Rs, 7.63 Rmi; Rn, 
haben die gleiche Charakteristik 

4, SE B, = An — Bn, 
d. h. sie gehören zu einer und derselben Klasse. 

Es genügt augenscheinlich, den Satz unter der Voraus- 
setzung zu beweisen, dafs Rm = R,, also selbst Nachbar- 
polygon von R, ist. Da es ferner in Bezug auf den Satz 
gleichgiltig ist, an welche Seite von R, eine Fläche «о>; an- 
gesetzt wird, bleiben rücksichtlich der Ansetzungsweise drei 
Hauptfälle zu unterscheiden. 
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I. Hauptfall. 
Die Fläche «а>; habe mit dem Polygone R, den fünf- 
kantigen Zug gemein, 
Pris Pres Pas, Pea, Pas, Pro- 

Demselben können in R, benachbart sein die Züge: 
a) Qais .+-› Ge = рл, 9, = Pre 
und q1 = Prs, Qno = Dies en Ana, 

i, 4 = 4, 5, 6; 
b) Фил <<<, Фф. und Pri = рьв, Pros o- -y Pray 

t= 4, 5, 6, 4= 3, 4; 
с) Pot, ‘<<, Pu = Phi und Pri = Pre, Pres <<<, Paa, 
„А = 3. 
Entsprechend diesen drei Füllen macht die Ersetzung des Zuges 
Pris Pres ·..., Ps 


| Pris Be | 
d. h. der Übergang von dem Polygone R, zu dem benach- 
barten R, des ersteren Charakteristik 


C = (a, + 2а, + За, = А) — (0, + 20, + 3, = В) 

übergehen in 

а) O = (а + 1) + 2% + 3 (0, — 1)) 
— (( —4)— (1 —3)+b,+2b,+35,+ (4—4) — (A—3)) 
=4— В, == 01; 

у @— (+ 2а, + 306—1) – @-3)+0—1) 
— (@— 4) — @ — 3) + + 20, + 35,)) 
= 4 = B, = Су; 

0) Q= (a + 2a, + 3 (as — 1 + 1)) — (b; + 2b + 38) 
=4—B=0(. 


durch den Zug 


IL Hauptfall. 
Die Fläche (a>, habe mit dem Polygone R, den vier- 
kantigen Zug gemein, 
Dun: Риз, Pas, рка, Pas. 


Demselben können benachbart sein die Züge: 
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ix Q2” een йы und йы, Dënn Qua, 
„ 4 = 4, 5,6; 
T E TE te und aos a) 
к= وک ,و ر‎ Б; 
е) фал, Paes eeey Phe und Pais Bussen Pad, 
,ا‎ à = 3, 4, 5. 
Demgemäfs läfst die Ersetzung des vierkantigen Zuges 
Pris Ba: Pas, Ра, Pas 
durch den zweikantigen Zug 
Dn: Pr, Pas 
die Charakteristik von R, übergehen in, 
a) C = (a, +2(a, — 1) + З) — 
— (0—4) (0—3) +42, 434 + 0-9) — (23) 
= А, —.В, = 01; 
b) C = (a, +2, — 1) + 3а, — (4 — 3) + (4 — 2) 
(0—4) – 0—3) ++ 20, + 386) 
= А, = В, = D 
) d= (= (0—3) +0 2) а 2 (4—1) 3а, 


— (2—3) 0 — 2) — (bs + 2%, + 30) 
ke 


ПІ. Hauptfall. 
Die Fläche <a), habe mit dem Polygone K, den drei- 
kantigen Zug gemein, 
Du: Paes Pas, Pra- 


Demselben können in R, benachbart sein die Züge: 


a) Qty Das Qae Und Quis Qs, °<, Ana, 
„А = 4, 5, 6; 
b) iz fans ver, бы und Paris Parey 0 Pray 
imd, 5, 6p A= 8; 4, б; 
с) раз, Dias <- Ёле und Par, Pas, er рл, 
64=8, 4,5. 
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Dann verwandelt die Ersetzung des dreikantigen Zuges 
Pri, Ba, раз, Ра ЕЁ 
durch den dreikantigen Zug 
Pris Phe, Pas, Ры 
die Charakteristik C, von R, in: 
a) 0= ((a,— 1) + 2а, + 3a,) 
Elei HEEL AN 
= 4, —– В, = (С, 
b) CG = (а — 1 + 2а, + За, — (A — 3) + (4 — 2) 
(+04) 0—3) + (1 + ba) + 20, +3) 
= А, Bh = D, 
ei (0—9) —0—8)+а;—1-420,-+84,4-(2—9)-(2—8) 
(+) 20, 85) ABO eg 
Der oben behauptete und hiermit bewiesene Satz іп Ver- 
bindung mit der Bemerkung, dafs die freie Berandung eines 
an ein c-kantiges ebenes Polygon «о>, angesetzten, aus с Sechs- 


ecken bestehenden Elementarstreifens durch die Daten charak- 
terisiert wird, 


а, = а, = 0 = b = 0,, 
а =c, b = 0, 
somit dessen Charakteristik 
0 = (a, + 2a, + 3a,) — (b; + 2b, + 3b) 
den Wert ¢ hat, führt zu dem weiteren Satze: 

Setzt man an ein c-kantiges ebenes Polygon <a). einen ersten, 
an dessen freien Rand einen zweiten Elementarstreifen an, und 
so fort, und zieht man auf dem entstehenden zur Grundfläche <a). 
gehörigen Hexagonoide Н. ein solches Polygon P, welches mit 
der Grundfläche <a). zusammen die beiden Randpolygone eines 
Gürtels G@<6) bildet, so hat die Charakteristik dieses Polygones 

C= (a, + За, + За) — (bs + 2b, + 3%) 
allemal den Wert + е. 

Unter den Hexagonoiden mit ebener Grundfläche sind die- 

jenigen, bei welchen die Kantenzahl letzterer ein Vielfaches 


der Zahl 6 ist, noch durch eine zweite allgemeine Eigenschaft 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 7 


www.rcin.org.pl 


98 Dritter Abschnitt. 


ihrer Kantenpolygone ausgezeichnet. Bevor jedoch hierauf 
näher eingegangen werden kann, sind einige Hilfsbetrachtungen 
erforderlich. 

Um die Vorstellung eines Hexagonoides H, zu präcisieren, 
denke man sich dasselbe von seiner Grundfläche <a,). aus in 
sich aneinander setzende Elementarstreifen zerlegt: 

H. = а, S’, 8", “эту 80, еу 
Ba dr Уел) Aer ога 
کڪ‎ Ce De, (as De» ЖДУ Kay), (ae, 
کڪ‎ (e, e, (ts Des 57 Саз. 1% › С 
Se H 
wo einerseits die aise Tage а; Flächen ( 

Сов (А), ebe, Colle, (e Fg, ... 
durch die Bedingung bestimmt ist, dafs eine beliebige Fläche 
eil 

von den beiden benachbarten Flächen 

400—9, und Cat), 
in gegenüberliegenden Seiten gekantet wird, und wo anderer- 
seits die Flächen eines Streifens in derjenigen Folge gezählt 
sind, in welcher sie einem Beobachter erscheinen, der bei 
einem Umlauf des Polygones (5—1, 5”) den Streifen 5—1) 
zur Rechten, den Streifen 5%) zur Linken liegen hat. 

Addiert man, unter A eine positive ganze Zahl kleiner als 
c verstanden, zu den unteren Indices der h-e Flächen des 
h-ten Streifens 

8 = (0), (ору, vi e An Ka) 
durchweg den Wert h- 4 
8% = (ашу, Cen, Ed Ces CDs 
schreibt darauf ee 
(ef) = (BPD, 
wo, falls i + ЛА den Wert hc übersteigt, 


ü= itha а.м), 


so nimmt das Hexagonoid H, die isomorphe Form an: 
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Н, = (ag, 8, 8", 8”,..., 
Si ve? We H <В,>, SEA LPE’, 
8”== LB >, Re”), CBs >, ...› Bhoi), CBD, 
S= CBD, Be” >, <В", --- SBi), (Bi, 


Den ¢ — 1 möglichen Werten von A entsprechend erhält man 
so c—1 der ursprünglichen isomorphe Darstellungen von Н, d.h.: 

‚Ein Hexagonoid H. mit e-kantiger Grundfläche (co. ist sich 
selbst v-mal isomorph. 

Aus dieser Eigenschaft schlielst man unmittelbar weiter: 
Ist ein auf Н. gegebenes Polygon P(c, m) sich selbst c,-mal 
isomorph, so ist с, notwendig ein Teiler von с, und es giebt auf 
H, noch mindestens 2 1 von einander verschiedene mit P(c, m) 
isomorphe Polygone. { 

Es drängt sich hier unwillkürlich die Frage auf: Giebt 
es auf einem Hexagonoide H. zu einem sich selbst ¢,-mal 
isomorphen Polygone P(c, m) nur die vorerwähnten 2— 1 
isomorphen Polygone, oder können aufser diesen noch andere 
vorkommen, und wie viele? 

Da das gemeinsame Randpolygon P® zweier Elementar- 
streifen S@ und 8+0) sich selbst c-mal isomorph ist, so ist 
die Frage im wesentlichen gleichbedeutend mit der anderen: 

Wie viele verschiedene Polygone Q® auf Н, sind dem Po- 
lygone P® isomorph? 

Angenommen, es gäbe in der That ein Polygon Q@, so 
kann man voraussetzen, dafs dasselbe mit dem Grundpolygone 
«ауу. entweder einen ein-, oder einen zwei-, oder einen drei- 
kantigen ebenen Zug gemein hat. Anderenfalls müfste in der 
Reihe der den Polygonen 

Ре PEN, Se RN RD 
isomorphen Polygone 

dd, QD, @е-%,..., Q, Lao) 
ein erstes Polygon Oz! auftreten, welches die besagte Eigen- 
schaft hätte, und dann wäre statt des Paares P@, (0 das 
andere Jh, QC) zu betrachten. 

Aus der ersten Annahme, dafs das Polygon Viz! mit der 

1* 
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Fläche Фо nur eine Kante | «,, e | gemein hat, folgt, dafs 
09 drei aufeinander folgende Kanten der Fläche Ze >, ent- 


hält, nämlich die Kanten 
e E e , 
[а |, 1а а |, 145 6 |. 


Alsdann fällt aber Or! notwendig in dasjenige Polygon R@, 
welches den a-ten Elementarstreifen des zu dem Sechseck 
(alt), gehörigen Hexagonoides H, berandet. Also giebt es 
zu dem Polygone P® nur in dem Falle с = 6 isomorphe Po- 


lygone Q, dann aber zu jeder Fläche 
(em, h=1,2,3,...) 


je ein solches Polygon. Angenommen zweitens, das Polygon 
QO habe mit der Grundfläche <«,). den zweikantigen Zug 


gemein, p 
, 
|, «с |, |o, @ |, 


und es liegen zwischen diesem und dem ersten dreikantigen 
ebenen Zuge noch a, <a — 2 gleichartige Züge, so hat 0® 


notwendig den Verlauf: 


u , РЕГ, Cé т и 
@® = | а, о |, Га, а |; |а, в |, Га, в, |, | es, a" |, 
PER”, 

(e, a |, <<, | ey e |, ale), fräit: | e, ae |, 
ер, оа), leit, BECH ef, at |, ао), ër), 
(i (a, +83. |е 3) ) | ( ) 
|e, aD, Leit, ein, ..., agata, aaa |, 


| aata Beat | etat dei], аа), etc, 


ia? Zoiactä ?  2a+a H1 


Ltr), a |; аба, aataid |, | абаасы), alata |, 


GK Sech?" Csapat Sara}? 


latai) „(а-а 4-8) 1 2) | 
ар, et, арац, wt, оооу 
| atati) latat) |a atati) да+) |. 

| “saa, +1)? Фаза ts? | atati? (а-а, 8) |1 


aeta daah (af, Autes l; 
lef a: О | Га рау rn | د۰۰‎ 
Je БУ аба), аа |: [ао ef, |› 
| GER sa, Ser › el; je, ach? e, ’ 

(rn GC Ар ee]; 
a | > 
Ech о ба | së. , ei, cl 
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Das vorstehende Schema zeigt, dafs, wenn in Q® auf den 
Zug "ons «|, |а, & | noch genau a, zweikantige Züge 
folgen, der dritte dreikantige ebene Zug 


(2a) (2a) 
| Dës 2‘ 


(Фа) (8а4-1 
ба—аү—1 |? |; е 


(a, ajah 
5а—а, 


Saarte |? al 


einer Fläche «а > des 2a-ten Elementarstreifens angehört, 
welche, zwischen den Flächen (а) у und (09) gelegen, 
von ersterer durch а — а, — 2 Flächen des Streifens ge- 
trennt ist. 

Entsprechend wird man daher zu dem vierten dreikantigen 
ebenen Zuge 


(2a) ala} 2a (2a) (2a1 
Leg che ee Je, арен у], 


dessen Fläche аб) > von der Fläche (020, > durch a, Sechs- 
ecke des Streifens 5% geschieden ist, dadurch gelangen, dafs 
man auf den Zug 

| “o, «|, | ao, % | 
zunächst а — a, — 2 gleichartige und dann einen ersten drei- 
kantigen ebenen Zug folgen läfst, d. h.: 

Setzt man das Polygon Q über den vierten dreikantigen 
ebenen Zug fort, so fällt der auf den fünften dreikantigen ebenen 
Zug folgende (а — a, — 1)-te zweikantige Zug | mit dem Zuge 
|o, ар |, | «o, pe | zusammen. 

Da nun dieser Umstand für jeden Wert von a, eintritt, 

a = 0, 1, 2,...,а— 2, 
da ferner der Kantenzug 
Ile, el, Ieselen | ®, |, Гао, pe | 
und jeder folgende isomorphe Zug 
| ®, el, | в, & |y.. | п, ез), | o, ge: 
genau sechs dreikantige ebene Züge aufweist, so schlielst man 
unmittelbar den Satz: 

Ist die Anzahl с der Seiten der Grundfläche Сауу eines 
‚Hexagonoides Н, ein Vielfaches der Zahl 6, so giebt es auf H.. 
gu einem Polygone P® noch genau 6 (а — 1) isomorphe sich 
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selbst nicht durchsetzende Polygone Q®) von der Beschaffenheit, 
dafs ein jedes derselben mit der Grundfläche (aD. genau $ gwei- 
kantige Züge gemein hat. 
Ist dagegen e von einer der Formen 
1) с= 60+ 1, 6¢ +5, 2) c= 6с + 2, 6 +4, 
3) с= 6с +3, 
so giebt es auf Н. zwar kein Polygon Q®, aber es existieren 
1)a—1, 2) 2(a—1), 3) 3(a— 1) 
1) je 6, 2) je 3, 3) je 2 
getrennten, zu P®) isomorphen Zügen bestehende Polygone, welche 
mit der Grundfläche 
1) jec, Dies 3) je $ 


aus 


zweikantige Züge gemein haben, und deren einzelne Züge QH 
sich selbst je einmal durchsetzen. 


Soll endlich das mit P@ isomorphe Polygon Q® einen 
dreikantigen Zug det Grundfläche (a). enthalten, etwa den Zug 


| a0, а |, 1%, а |, |a; & |, 


so ist der Verlauf des Polygones folgender: 


QO == |а, el, |а, а |, |а, 9 |; |, а |, |, а, |; 
|", oe I» Je, Ce e u | «2, er) | H ser sii |; 
[едн 90|, Ген EH, |е alaa |i Je, alap |> 
aiaia asare» ар, alata | | د ممه‎ Alapi |> ۰۰۰۶ 
apep, agem |, | ر | ;|« و‎ fl, | ا‎ 
аа ere |5 | hss eye |, | leo бш |» 
|o ere |, аса, e | °° |e, ern, 


За 2a1) |. За | 
ër, Ee (ef, dën, (ef, së, ët fN, 


Berücksichtigt man aber, dafs der zuletzt angegebene drei- 
kantige Zug dem Polygone Рё) angehört, 
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За) — | (Зв) 241-1) | з 2a+1 2a 2a+1) | 
Pn a, El e айе], | RE, age Nos. 
(2a) (2a+1) | (2a) (a41) (2a) (2a1 
“sa › Сафа |› | “a1 Kee H | афа» « ды) RA 


(За) (204-1) (За) (2a+1 (2a) (2a+1) 
Les, Gare In | Capi Gars | | es ae › 


(2a) (2a+1) | (2a) (2a+1) (2a) (244-1) | 
|ба» Саз , kaft “шү, H “at? as ars 


EH a+) «їФа) aa) | е së, 5 ен) N 


Satt? вафа |? | "Sat? “Bat | EE 


und dafs der ganze vorhergehende Teil von @® in die zwischen 
den beiden Flüchenstreifen 

(ag >, <а, у, а", Ka), ... und 

Kar, Kay у, Сав), «а, ... 
liegende Fläche des Hexagonoides H, fällt, so schlielst man 
aus der Symmetrie des Polygones Q und der des Hexa- 


gonoides, dafs der nachfolgende dem ersten isomorphe Teil 
von Vis innerhalb der zwischen den beiden Streifen 


<a; >, Lag >, «озу, <a), ... und 
Car >, КӨ 3 <a), <a), ses 
liegenden Fläche verläuft und in dem Kantenzuge endet, 
IER el, I, gel, 19, el, 
Wenn also der erste dreikantige ebene Zug eines dem Polygone 
P@ isomorphen Polygones Q®) mit einem Zuge der Grundfläche 
coincidiert, etwa mit dem Zuge 
[а а |, laos а |, |, @ |, 
so fällt der siebente dreikantige ebene Zug gleichfalls m einen 
Zug der Grundfläche, und zwar in den Zug 
la, & l, |а, el: I, gel, 
Aus dieser Beziehung folgt wieder der Satz: 

Ist die Anzahl с der Seiten der Grundfläche Сау) eines 
Hexagomoides H, ein Vielfaches der Zahl 6, so giebt es zu einem 
Polygone P® noch genau sechs verschiedene sich selbst nicht 
durchsetzende Polygone Q®, so zwar, dafs jedes derselben mit der 
Grundfläche <a). genau $ dreikantige Züge gemein hat. 


Ist dagegen c von einer der Formen 
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1)c=6c +1, 6¢ +5, 2) c=6 +2, 6C 4, 
3) с= DC +3, 
so giebt es auf H, zwar kein Polygon ©, aber es existieren 
1) ein, 2) zwei, 3) drei 
aus 
1) sechs, 2) drei, 3) zwei 
getrennten, zu P® isomorphen Zügen bestehende Polygone, welche 
mit der Grundfläche 
Dev Dez Diez 
dreikantige Züge gemein haben, und deren einzelne Züge Mir" sich 
selbst je einmal durchsetzen. 

Indem man die bisherigen Ergebnisse mit" der Bemerkung 
verbindet, dafs in dem Falle с = 6с einem dem Polygone 
Pe» isomorphen Polygone QC—® іп dem Abstande von a 
Elementarstreifen ein dem Polygone P®) isomorphes Polygon 
Pist entspricht, schliefst man den Satz: 

Theorem 12. Auf einem Hexagonoide H, giebt es, je nach- 
dem с ein Vielfaches der Zahl 6 ist, oder nicht, zu einem Poly- 
gone P® entweder 

61 +2 +3 +۰۰۰ + a) = За: (а + 1) 
und in dem einen Falle c = 6 unendlich viele isomorphe Poly- 
gone P,® , oder nur offene (zweiendige) sich selbst je einmal durch- 
setzende isomorphe Kantenzüge. 

Dies vorausgeschickt, nehme man jetzt auf einem Hexa- 
gonoide H, erster Art — с = 6с — zwei Polygone der Charak- 
teristik с an, 

P(e, т) = pis, ф,,..., Pms р 

die, le 1, Фаз ‘°<, даз дафу ‘<<, 
von denen das erste als dem Kantenzuge 

Q= Ms Ф, nn Amy ы 

des zweiten isomorph vorausgesetzt wird, und wo je zwei 
Kanten desselben Polygones als discret angenommen sind. 
Von jeder Ecke р des Hexagonoides geht mit einer Kante auch 
eine links- und eine rechtsseitige Folge von Gegenkanten aus, 


2 |1,11, Im ilh s 
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welche, wenn x eine Ecke (00, a+, a), und |+, а 
die erste Kante ist, sich durch die Elementarstreifen SI, 
Sin, ... hinziehen. Bestimmt man nun zu den Ecken 


Pi = раі, 91, йин 
solche drei Kanten 


Ip, 1, IM, Ys |, 19, ё |, 

dafs die Züge 

or, Pos Pos Pis & und ..., Puis Pu, фы, 
resp. isomorph sind den Zügen 

urn Q3, 92, N D und Kei / йт—1› Ча, RES des 
konstruiert darauf entsprechend den zu diesen Kanten gehörigen 
links- oder rechtsseitigen Gegenkantenfolgen die isomorphen 
Kantenzüge 

Zy, =, їз, їз, Es ж 2.22, Ys, 03, Yas echte 
2 == facht: Ae: в, An a 

die Kante |p,, š |, unbeschadet der Allgemeinheit von | р, Pa| 


und | Pi, Pm | verschieden gedacht, so sind zwei Möglichkeiten 
denkbar: 


1) entweder schneidet der Zug Z,, das Polygon Die, m) 
in zwei oder mehreren (2u) Kantenzügen 
|00, бн 11 Py, Pati |, ++ >> | Er, Frin == | Pay Pati 1... 
2) oder er verläuft ganz aufserhalb des Polygones. 


Der erste Fall ist leicht auf den zweiten zurückzuführen. — 
Denn bildet das Polygon 


Pis br Eg, ‘<, din E = Pa, раа Paes -ey Pa 
die Berandung einer endlichen Fläche, so wird der Kantenzug 
915 Qa, een Qai Qa 
notwendig durch den anderen 


Ф, Yay, Ys, +, 0-1, Yi = Qa 


zu einem isomorphen Polygone geschlossen, d. h. es fällt die 
Kante | W, Yı | auf die Kante | дһ, фы. Indem man 
daher in P(c, m) und in ie, n) die Züge 
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Pis Ben, Pa und Qi, Ф, +++, Qa 
durch die anderen ersetzt, 


Pis 5, Bn D und б, Yas Dann dis 


kann man die resultierenden Gebilde Р, (с, m,) und @,(e, n,) 
in analoger Weise auf die Gebilde Р, (с, т) und 0, (с, т), 
und diese weiter entsprechend reducieren, bis man zwei Ge- 
bilde Die, т) und Oe, n,) der durch den zweiten Fall 
vorgesehenen Form erhält. 

Unter der gleichen Annahme schon für P(c, m) und 
@(с, n) bestimme man in der Reihe 


Ро В Pte, бо), al EE PE 


das letzte Polygon Р! (е, (2a + 1)e), welches mit P(e, m) 
noch einen Kantenzug gemein hat, und suche diejenige Ecke x;, 
in welcher der Zug Z,, in dasselbe Polygon eintritt. Gemäls 
dem Isomorphismus der einerseits von dem Polygone P(c, m) 
und dem Zuge Zp, = Za: andererseits von der Linie @ 
und den Zügen Z,, , 2,4; berandeten zwei Flächen kann man 
auf der letzteren von der Ecke j; aus einen, dem Polygone Ji 
isomorphen, sich selbst nicht durchsetzenden Zug (09 nach 
der Ecke 3, ziehen. Nach Früherem existieren aber auf einem 
Hexagonoide Не zu einem Polygone P@ nur sich schliefsende 
isomorphe Kantenzüge @®, also folgt, dafs die ursprüng- 
liche Annahme unzulässig ist, und mithin die Ecken q, und 
dm} identisclf sind. Man schliefst daraus als Ergänzung des 
Theoremes 12: 

12a. Von zwei auf einem Hexagonoide He: gegebenen sich 
selbst nicht durchsetzenden Polygonen der Charakteristik 6c kann 
das eine nicht einem Teile des anderen isomorph sein; 
oder, wie kürzer gesagt werden soll: 

Die einfachen Polygone P(6c', m) eines Hexagonoides Hes 
sind irreducibel. 

Dieser Satz involviert folgende Definition: 

Ein höchstens fünfkantige ebene Züge enthaltendes Kanten- 
polygon der Charakteristik с = бс heifst irreducibel, wenn 
jede isomorphe Abbildung irgend eines Zuges desselben auf 
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ein Hexagonoid Hes, mit ebener Grundfläche («Ds wieder 
ein offener sich selbst nicht durchsetzender Kantenzug ist. 

Nach $ 12 wird die Anzahl m der Kanten eines höch- 
stens fünfkantige ebene Züge enthaltenden Polygones gegeben 
durch: 


т = b, + 2b, + 80, + 2a, + За, + 4a, + 5а,, 
und folglich für ein Polygon P(c, m) mit der Charakteristik 


С(Р) = с 
durch: 


m= c + 2 (a, + a, + a, + а) + 2(b, + 2b, + 3b,). 
Danach ist die Gröfse m — c allemal eine positive und paare Zahl: 
m—c= 2m. 


Vorausgesetzt nun, es sei für alle irredueibelen Polygone 
P(6, т) der Charakteristik с==б mit nicht mehr als m=6 +2 m 
Kanten nachgewiesen, dafs zu jedem von ihnen auf dem zu 
einer ebenen Grundfläche <«), gehörigen Hexagonoide H, 
mindestens ein isomorphes Polygon P’(6, m) existiert. — 
Wenn dann P(6, m,) ein irreducibeles Polygon der Charakte- 
ristik c=6 mit m = 6 -+ 2m +2 Kanten darstellt, für 
welches mindestens eine der beiden Zahlen a,, a, den Wert О 
übersteigt, welches also mindestens einen vier- oder einen 
fünfkantigen ebenen Zug enthält, 


Р(6, m) =- +, Po, Pu, Dax Pas, фа, Pass <<» 


oder 
P(6, m) =- +, рыл, физ, Bas Bn: Pass Dune: 
so besitzt es ein irredueibeles Nachbarpolygon 
P(6, m — 2) cn Pos Pato Pass +- 


oder ein irreducibeles Nachbarpolygon 

P(6, m —4)==..., Pat, Phe °°° 
Denn angenommen das Polygon P(6, m, — 2) — es genügt, 
dieses eine zu betrachten — wäre reducibel, d. h. es enthielte 
einen mindestens zwei Kanten weniger zählenden, von q aus- 
gehenden Zug 


9, Pats Pos o+- Pity Pi, 
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welchem auf dem Hexagonoide ein isomorphes Polygon ent- 
spricht, 

Р(6, т) == 9, р, р, тее Pi-ı d KE 9, 
so werden іп letzterem die drei Kanten 

ре, dl» 19, Phil, [Phi Pol 

einen entweder aufserhalb oder innerhalb einer Ebene liegen- 
den Zug bilden. Im ersten Falle sind — den Umfang des 
Grenzsechseckes der Ebene Të, 9, Pí] aufgefalst — die 
Ecken р, und pi, durch einen dem Zuge D, Du, Pas 
isomorphen Zug рь, Bn, Pas = pí verbunden. Es 
entspricht dann also einem Zuge 

` Phos Pats een Maas Pas е0 Pet 
des Polygones P(6, m,) auf Н, ein isomorpher geschlossener Zug 

Pass DÉI SE фы, р, وو‎ Pi-ı EN Phs- 
Analog folgt im zweiten Falle, je nachdem man die der Kante 
| Pi, Pirı | des Polygones P(6, m, — 2) entsprechende Kante 
Pi, фы | der Abbildung als mit der Kante |q, D | oder 
als mit der dritten durch q' gehenden Kante | 9, D | coinci- 
dent betrachtet, dafs dem Zuge 


Dau: Pas + +-> Pis Pit 
oder dem Zuge er { 


Dun: Du: рл, Dann Pis Pita 


des Polygones P(6, m,) auf H, wiederum ein geschlossener 
Zug ее In beiden Fällen verstofsen also die ab- 
geleiteten Konsequenzen gegen die Irredueibilität des Poly- 
gones P(6, m,). Q. е. d. 

Nach der Voraussetzung giebt es aber sowohl zu P(6, m, — 2) 
als zu P(6, m, — 4) auf dem Hexagonoide H, wenigstens ein 
isomorphes Polygon von der Beschaffenheit, dafs der von dem- 
selben und von der Grundfläche <«,), doppelt berandete Gürtel 
die dem Sechseck 


9, Dien Dn: Dua 
resp. dem Sechseck 
Pais Phos ..., De: Du 
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entsprechende Fläche ausschliefst. Folglich enthält das Hexa- 
gonoid H, auch ein zu P(6, m,) isomorphes Polygon. 

Wenn dagegen die Anzahlen a, und a, den Wert 0 haben, 
wenn also die Gleichung besteht 


a = 6 + bs + 2b, + 3b, 
so hat man, die Anzahlen der unter die drei möglichen Formen 


ENDEN TTN 
VA 
AV E 


fallenden Kantenfolgen mit resp. 
а, (а, Б), Ъ 


bezeichnend, die Relationen: 
1) 2a + (а, V) = Zog, 2) 20 + (V, а) = 2 (b, + bi + bs), 
und folglich 

Jatea tu E) =8 +2. 
Das gegebene Polygon besitzt also mindestens sechs Züge 
des Typus 


E EEANN 


Durch entsprechendes Ansetzen von a Sechsecken an einen 
solchen Zug (nach der unteren Seite) findet man als „freien 
Rand des angesetzten Flächensystemes einen Zug 


A а—1 “ 
1 2 а 
» Му 


welcher zwei Kanten weniger als der Grundzug besitzt. Indem 
man daher in dem gegebenen irreducibelen Polygone P(6, m,) 
den Zug 1) durch den Zug 2) ersetzt, gelangt man zu einem 
gleichfalls irredueibelen*) Polygone P(6, m, — 2) mit nur noch 


*) Man beweist zunächst auf ähnliche Weise wie früher bei dem 
Austausch eines vier- und eines fünfkantigen ebenen Zuges gegen einen 
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m, — 2 Kanten. Zu letzterem existiert aber auf dem Hexa- 
gonoide H, ein isomorphes Polygon 


TEE кб Kä, А 


Folglich enthält 77, auch ein zu P(6, m,) isomorphes Polygon 


el NEN N 


Die Anzahl m der Kanten eines irredueibelen Polygones P(6, m) 
erreicht zufolge der beiden Beziehungen 


m — 6 + 2(® DEE a, bs +20, + 3b) 


а + Зо, +3, —=6+5,-+2b, 4 80, 
ihr Minimum für die Werte 


und 


а, = а, = а, = ړا‎ = b =b = 0, 


а; = 2. 


Б 


Ein so definiertes zehnkantiges Polygon hat notwendig die 
Form 


Р(6,10) = Pri, рз, ..., Pro = Pris Pres ..., Pas = ра. 


Zu demselben werden aber auf dem Hexagonoide H, durch 
dessen Grundfläche Са); und je eine ihrer Seitenflächen sechs 
isomorphe der Grundfläche benachbarte Polygone bestimmt. 

Man gelangt daher zu dem Satze: 

Theorem 13. Zu jedem aus höchstens fünfkantigen ebenen 
Zügen bestehenden irredueibelen Polygone P(e, m) der Charakte- 
ristik c == 6 giebt es auf einem zu der sechskantigen Grundfläche 
Laos gehörigen Hexagonoide allemal mindestens ein isomorphes, 
der Grundfläche benachbartes Polygon. 


zwei- und einen einkantigen Zug auch bei dem gegenseitigen Austausch 
zweier dreikantiger ebener Züge, dafs die Irredueibilität des Polygones 
erhalten bleibt. Der successive Übergang von dem Polygone P(6, m,) 
durch a Nachbarpolygone zu dem Polygone P(6, m, — 2) zeigt dann 
unmittelbar des letzteren Irredueibilität. 
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$ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 


Ein Hexagonoid H soll elenentar heilsen, wenn es ein 
Elementarpolygon P(c, m) enthält. 

Nach $ 15 wird eine solche Fläche aus dem Polygone 
P(c, m) bekanntlich dadurch erzeugt, dafs zunächst an letzteres 
nach beiden Seiten hin zwei isomorphe irredueibele Elementar- 
gürtel G@' = (P, Р), 'G= (Р, 'Р), darauf an deren mit P iso- 
morphe Ba P','P zwei den vorigen isomorphe 
Gürtel G” =(P', P), ”G =(P, ” P), u.s. w. angesetzt werden: 

H=. EE H GAHE +G" HH, 
wo die Zahl der Gürtel G™ und ®@ ins unbegrenzte ver- 
mehrt werden kann. 

Bestimmt man zu einer beliebigen Kante |a,, b,| des 
Gürtels G” die linksseitige Gegenkantenfolge 

rt as, be |, | a1, 8—4 | l> | @, b |, | as, 0, |, | a, 5], وة‎ 
so kann zweierlei eintreten: 

I. Entweder bildet der Zug 

+›@—з, 5, KEE D-1, Du: bos а, b, а, ba, “en? 
— derselbe werde als der zu |a,, Û, | gehörige rechts- bzw. 
linksseitige Kantenzug bezeichnet — ausreichend weit fort- 
gesetzt, ein Polygon; 

II. oder es setzt sich derselbe nach beiden Seiten hin ohne 
jeden Durchsehnitt ins Unendliche fort. 

Unter der ersten Annahme kommen nach $ 17 für die 

. Bildungsweise einer Schleife folgende*) Kantencoineidenzen 
in Frage: ` 
1) | be, аы|=|а,В,.|; 2) |0, arı [=E] b, а |; 
3) | ar, b |=| bi, aiil; 4) |а, b |= а, bil; 
5) lar, be |=| a 6 |; 6) |b, аы |= | bi; а]. 

Diesen sechs Möglichkeiten entsprechen drei wesentlich 
verschiedene Polygone, nämlich: 

*) Die Annahmen | b, o, = ge, b,| und |b,, а 1 14, bi l 
sind auszuschlielsen, weil nach denselben entgegen der Voraussetzung 
bereits |6,1, Qı] mit |а, Bry, | und |6,1, gel mit lary, hl 
zusammenfallen mülste. 
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5,6) А Код 


wo die erste und letzte Kante als coincident anzusehen sind. 
Die Charakteristiken dieser drei Polygone sind resp.: 
c=+1, c=+2, с=—0. 

Nach $ 15 und $ 18 giebt es aber auf einem elementaren 
Hexagonoide H nur zwei Kategorieen von Polygonen, und zwar: 

1) solche, welche die vollständige Berandung einer ge- 
schlossenen Fläche, des Teiles eines Hexagonoides H,, bilden, 
und denen folglich die Charakteristik ¢ = 6 zukommt; 

2) solche, welche das Hexagonoid H in zwei unendlich 
ausgedehnte Flächen teilen und die Charakteristik des ihnen 
benachbarten Grundpolygones haben. 

Daraus folgt, dafs dasjenige der Polygone P, P}, P}, 
welches thatsächlich auftritt, notwendig Elementarpolygon ist. 

Nun werden die zweiten Randpolygone der an die Poly- 
gone P, und P, nach der unteren Seite hin angrenzenden 
Elementarstreifen der Reihe nach dargestellt durch: 


1) weer AN o MA AN 
SC еа Ne ААА 


2 = УХ 


YN : Beh AMT ANS АУУ 
PA МА До МУХ 


H 


*) Die Verstürkungen in den Figuren entsprechen immer nur 
den ersten der durch sie veranschanlichten Fülle. 
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а) m=3:m, 


Рут) = 


Р," = 


с) m=3m +2 
Рут) = 


Da hiernach die Polygone Р, und P, zwei geschlossene 
Flächen*) beranden, welche aufser einer gewissen Anzahl von 
Sechsecken noch je zwei andersförmige Grenzpolygone (a> 
enthalten, können dieselben nicht Elementarpolygone sein, 
und es sind somit die oben gemachten Annahmen (1)—(4) 
illusorisch. 

Das dritte in Frage kommende Polygon P, dagegen ist 
in der That Elementarpolygon, und zwar von dem Typus eines 
links- bezw. rechtsseitigen Normalpolygones. Also folgt: 

Konstruiert шап auf einem Hexagonoide Н, mit dem 
Elementarpolygone P(c, n) zu irgend einer Kante |a,, 0, | den 


*) Bei den hier und im folgenden gemachten Annahmen über die 
Zusammensetzungsweise dieser und entsprechender Flächen aus ebenen 
Grenzpolygonen ist immer nur eine Möglichkeit in Betracht gezogen 
worden. In einzelnen Fällen gehören jedoch zu einem Randpolygone 
einer von 0 und 6 verschiedenen Charakteristik mehrere allomorphe 
geschlossene Flächen. Jede derselben enthält dann gleichfalls min- 
destens ein nicht sechsseitiges Grenzpolygon. 

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 8 
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links- oder den rechtsseitigen Kantenzug, so kann sich der- 
selbe, wenn überhaupt, nur zu einem Normalpolygone schliefsen. 
Dann aber haben alle auf H, vorhandenen Elementarpolygone 
die Charakteristik с = 0. 
Hat man nun auf H, ein linksseitiges Normalpolygon 
P0 2m) 006, af, Da, eiweg бн: Duy 0; 
so bezeichne man 
1) die in den Ebenen 
(da, 0, b), [Di, %, 0], ..., [бл—1, An, 6] 


liegenden Grenzsechsecke des ersten angrenzenden Normal- 
gürtels durch resp. 
<«%› <а, De, <, COT 
2) die zweiten Ecken der Kanten 
Je, el, la, as |, -oes | ea, «| 
durch resp. 
2, %, K Ad аһ 

und die durch sie gehenden Flächen des zweiten Normal- 
gürtels entsprechend durch 


Ce Ae, <@ Des +++, ат), 


Es genügt dann der Kantenzug 

вм, & |, lem, & |, lem, а" |, lan, el, lem, о, ls. 
der zweiten obigen Bedingung, indem er sich spiralförmig 
an dem Hexagonoide aufwindet. 

Aus der Existenz eines linksseitigen Normalpolygones folgt 
also die Existenz eines linksseitigen und unendlichen sich nicht 
durchsetzenden Normalzuges, und zwar gehört dann zu einer be- 
liebigen Kante entweder ein linksseitiges Normalpolygon und ein 
rechtsseitiger Normalzug oder ein rechtsseitiges Normalpolygon 
und ein linksseitiger Normalzug. 

Es ist unmöglich, dafs auf einem Hexagonoide H, zwei 
allomorphe Normalpolygone P,(0, 2m) und P,(0, 2m’) vor- 
kommen. Denn da aus dieser Annahme folgt, dafs durch 
zwei der in einer Ecke y zusammenstolsenden drei Kanten 
ein Polygon P,(0, Әт) und durch zwei Kanten ein Polygon 
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Р, (0,2m) geht, so muls eine dieser drei Kanten zu beiden 
Polygonen gehören. Dann aber mülste das eine das rechts-, 
das andere das linksseitige Normalpolygon sein, was gegen 
die vorher bewiesene Eigenschaft verstölst. 
Wird jetzt vorausgesetzt, dafs weder der zur Kante 
пр, Û, | gehörige rechtsseitige Kantenzug 
0 EN as, be, аз, 51, o, bo; а, UN а, by, A 
noch auch der zugehörige linksseitige Kantenzug 
== H ووه‎ ‘bs, a, 0-1, а, bo, "а, "D, رو‎ ba, وح‎ 
sich selbst jemals durchsetzt, dafs also auf dem Hexagonoide 
kein Normalpolygon des Typus Р, (0, 2m) vorhanden ist, so 
müssen die beiden Kantenzüge Z' und 'Z einander unendlich oft 
durchsetzen. 
amioga. des wegl der Ер AN 
KI SN „ "Ban ` т, = = ш Ps, ‚++, Pm Pis 
рез Pis 0, ..., Prs Pis 


Р. к= фу, ру, а рп, D, == Di р", ЗЕД Pas р, 
und der von ihnen berandeten Elementargürtel 
"Gef EP, '@=(Р,Р), 6'=(Р,Р), @”=(P',P”),... 
müssen nämlich die aus dem Polygone P mit der Kante 
| Pı, bo | = | a, Do | heraustretenden Kantenzüge 
(аа, aR 
je zwei Polygone*) 
OP, РӘ und WP, Ро 
der beiden Reihen d 
ele CECR E 
in den МЕРЕН Kanten verlassen, nämlich: 
MP, PP) in den Kanten | ae, bel, |а, ba |, 
0р, P® in den Kanten | ao, 02|, (ës bol. 


*) In der hier stillschweigend gemachten Annahme, dafs die Poly- 
gone @P, р) sich selbst nicht mehrfach isomorph sind, und dafs sie 
von Z’, "2 in nur je einem Kantenzuge durchsetzt werden, ist eine 
wesentliche Beschränkung nicht enthalten. 

ST 
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Dann aber werden, das kleinste gemeinsame Vielfache von r 
und s mit u bezeichnet, Z’ und “Z die Polygone “ХР und Ри) 
in denselben durch resp. die Ecken “р, und p,@ gehenden 
Kanten verlassen und folglich auch irgend zwei Polygone 
ФР und Pu, 
(h= 1, 2,...). 
Man hat zwei Arten der Durchsetzung der beiden Züge 2, 2 
zu unterscheiden, nämlich: 

1) diejenige, bei welcher 2, mit 'Z, und ZL, mit 'Z-1, 

2) diejenige, bei welcher 2, mit ‘Z_, und ‘Z, mit 77, 
sich durchsetzt. 

Verfolgt man im ersten Falle die Züge 2, und 'Z, bis 
zu dem auf | ag, 6, | nächstfolgenden Paare zusammenfallender 
Kanten und betrachtet das von diesen Teilen der beiden Züge 
gebildete Polygon, so hat dasselbe entsprechend den sechs*) 
Coineidenzen 
Dla, klein, ‘fe |, 2) |а, belt, u |, 
8) [ а, Bil =| a, Sol, 4) |, | SI be, a |, 
5) | bii, а |= | beis û |, 6) | biı, a; | =| ak, Dii 


notwendig eine der folgenden Formen: 


H INN AN 
Ge: 


0 = P, 
УЛЛУ e 
*) Die Annahmen | а;, b; | = |6,1, ‘a, | und | 6;_,, | = "ар, bl 


sind auszuschlielsen, weil nach denselben entgegen der Voraussetzung 
bereite |; 91 mit] agis bgs | und | ays bii) mit | ‘6i: al 
zusammenfallen müfste. 
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SCH ММ. № 
0 ==; 
NENP 
\ 
S ANN— 
RK = P, 
Уу 
6) 


ANN. AN, 
IJN 2) BR 


Da keines dieser fünf Polygone die Charakteristik 6 hat, 
muls das endgiltige unter ihnen Elementarpolygon sein. Es 
zeigen aber die Randpolygone der nach ihren inneren Seiten 
hin angrenzenden Elementarstreifen resp. die Formen: 


1) SNN AN 
0 e = SCH 
RE 
> NANANA 
7 == Bu, 
МУ éi 
n=r—2h, = —2-k, 
3 4) 2 
= P, 


2. 


№ =р— 3h, 1=1—3:h, 
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4 УК DE, 
SR 0 u e 


№ =p— Ah, ф = 9 —– 3:1, 
6) NINAN, 
p 7 
1 E - Ce 


n=p—h, Ф = 9 — , 
ћ= 1, 2, 8, ·... 


= P0, 


Der Einfachheit halber werde р = д vorausgesetzt. Man 
findet dann: 


2) a)p=2p 
Pen, 
b) p=2p +1 
= P, 
3) 4) a) p= 3р 
= Ben, 
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Ъ) р= 3р4 1 


е) р= 3р4 2 


== 2 
с> Kan Py Р, 


а) p — 3p 


b) p= 3p +1 


c) p = 3р +2 


CN = E | 
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= PN, 


Nach diesem Schema beranden die Polygone Р,, Pg, P,, Р, 
endliche geschlossene Flächen, deren jede aufser einer gewissen 
Zahl von Sechsecken noch mindestens eine andersförmige 
Grenzfläche «ау enthält. 

Dieses Ergebnis besteht, wie man sich leicht überzeugt, 
auch in dem allgemeineren Falle zu Recht, wo die Zahlen p, q 
von einander verschieden sind. Also folgt: 

Die zu einer Kante | a, , 6, | eines Elementarhexagonoides 
H gehörigen links- und rechtsseitigen Kantenzüge 2, und 'Z, 
können, wenn überhaupt, nur ein Elementarpolygon des Typus 
P, bestimmen, welches, und mit ihm alle Elementarpolygone 
der Fläche, die Charakteristik ¢ = О besitzt, 


Р, = Р,(0, 2m). 
Auch hier gilt, wie in dem früheren Falle eines Ele- 
mentarhexagonoides mit einem Grundpolygone Р, (0, 2m), der 
Satz, dafs allomorphe Elementarpolygone des Typus P,(0, 2m) 


auf demselben Hexagonoide nicht neben einander auftreten 
können. Der bezügliche Beweis wird weiter unten gegeben. 


Es ist endlich noch zu untersuchen, auf welche ver- 
schiedene Arten der zu einer Kante |a,, Û, | gehörige rechts- 
seitige Kantenzug 


Zn, Doy ës Bh Gen ien 
und der zu der Kante |b,, û, | gehörige linksseitige Zug 
zZ = b %, bi, 5, 10-3, GC 
einander durchsetzen können. 


Entsprechend den sechs*) in Frage kommenden Coinci- 
denzen 


*) Die zwei übrigen Coincidenzen 


Io, В| |а, 5. |а, t | = |а, bal 
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ie, =, rl DI Tee 240, 
3) |, b; |= | br, gl, 4) |®, ацы |= [а Bak 
Б) | 6i, аы (= | e, Kaal, 6) 18, ады [=Œ | br t], 


erhält man die Kantenpolygone: 


1) INA = A кч 


=; 


2) Beie 
Ee 
Leger 2 

3) 4) І 

5) x 
у 

0 арс = л 
6) 


be 


sind deshalb von vornherein auszuschliefsen, weil dieselben die anderen 
bedingen würden, 


la bu l = | aper Бара 1, I Elan Kaale 
was gegen die Voraussetzung ist. 
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Wie in den früheren Fällen, so zeigt auch hier der Vergleich 
dieser Polygone mit den Randpolygonen der angrenzenden 
Elementarstreifen, dafs diejenigen vier Polygone, deren Charak- 
teristiken nicht 0 sind, endliche geschlossene Flächen be- 
grenzen, welche aufser einer gewissen Zahl von Sechsecken de", 
noch mindestens je ein andersförmiges Grenzpolygon enthalten. 
Das Polygon P, der Charakteristik O ist daher das einzige 
Elementarpolygon unter den gegebenen fünf Typen. Also: 

Wenn auf einem Elementarhexagonoide H von den zu 
einer Kante |a,, b| gehörigen vier Kantenzügen 

2, Zi, 2-1, 2 
der erste nicht den dritten und der zweite nicht den vierten 
durchsetzt, so müssen der erste mit dem vierten und der 
zweite mit dem dritten zwei isomorphe Polygone des Typus 
P, bestimmen, 
Р, = P,(0, 2m). 

Es soll jetzt gezeigt werden, da/s auf einem Elementarhexa- 
gonoide H, mit einem Polygone P,(0, 2 т) ein diesem allomorphes 
Polygon P,(0, 2m,) nicht auftreten kann. 

Zum Beweise nehme man an, H, enthalte zwei und folg- 
lieh unendlich viele Polygone der beiden allomorphen Typen 


P,(0,2m) = Р,(0, 2р +2q +4) und 
P,(0, 2m) = Р,(0, 2p, + 24 + 4), 
so kann man stets zwei Individuen P,(0,2m) und P,(0,2m,) 
herausgreifen, die keine Kante gemein haben, welche also 
einen einfachen Gürtel G einschliefsen. Alsdann zerlege man 
@ von PI, 2m) aus in ein System aneinander grenzender 
Elementarstreifen, 
8'==<а, Jes «В. Des Ba Zen, <В Des 
Las Des Ф das ©?» У +- Pa 5 
ca" i Yer Pa Aen <, Bo %› 
Lar Yes Pi Des © Dey +++ ON в» 
wo allgemein el", und (ay2), diejenigen zwei Flächen 
des Streifens S@ vorstellen, welche mit dem Randpolygone 
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Р,9 (0, 2m) des Streifens 50—70 resp. drei und eine Kante 
gemein haben, und wo je zwei benachbarte Flächen eines 
Streifens Seitenflächen sind. Aufserdem bezeichne man die 
auf einander folgenden Flächen des ersten an das Polygon 
P,(O, 2m,) grenzenden, zu G gehörigen Streifens S, in der 
Weise durch 


<, «В, ’ RER 0 Bades а), в Por °°° Pass 


dafs P(0,2m,) mit (а); eine, mit а), drei Kanten ge- 
mein hat. 

Gemäls diesen Festsetzutigen mufs in der Reihe 8’, 8”,... 
ein erster Streifen SI 1 existieren, von dessen Flächen minde- 
stens eine mit einer Fläche des Streifens 5, identisch ist, so 
dals dessen freies, ganz innerhalb des Gürtels @ verlaufendes 
Randpolygon Р,%(0, 2m) mit P,(0, 2m,) mindestens entweder 
einen ein-, oder einen zwei-, oder einen dreikantigen ebenen 
Zug gemein hat. 

I. In dem ersten Falle, in welchem die Streifen Su" und 
5, nur die eine Fläche (0,0—0), = (а), gemein haben, be- 
stimmen die beiden Polygone P,®(0, 2m) und P,(0, Zum) 
nach Ausscheidung ihrer einen gemeinsamen Kante das Rand- 
polygon P, einer einfach zusammenhängenden hexagonoidischen 
Fläche F,. Die Randflächen derselben seien bezeichnet durch 


(Be = B BD, ВУ. <Б» 
Laas es De DEIN 
Pads Pr Der», Po Ede 

В», У GA <В», 


von denen die Flächen Bu, = (ÊD, und <y s = (PDs 
zwei vierkantige, die Flächen <), und «ауу; zwei drei- 
kantige Züge des Polygones P, enthalten. — Die Verminde- 
rung der Fläche F, um die Sechsecke 


(Bi Ds, BN, Bio <= 
ergiebt eine gleichartige Fläche F, mit den Randflächen 


(De, <д ж», Ca O TERE DH KK? e Oe, <<<, Ee , 
Pads DH Pads Kess OH % DH СЭЛ H Bade ЕД Ce Gd, <В, 
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von denen die Flächen <f), und <7,), zwei vierkantige, die 
Flächen <y,”), und <@,), zwei dreikantige Züge des F, be- 
randenden Polygones P, enthalten. Die weitere Ausscheidung 
der Flächen 

(fas, <д, Den Cs De» <, da, (Pg 
läfst eine Fläche F, resultieren, deren durch die neuen Rand- 
flächen 

<В, (O1 Dar COs dar <<, (De, Оа), (Ps8 Des - + +, 

N Des Ф. Pano: +5 Ф, (ade, <В, 

Р Aen cht Bde 
bestimmtes Randpolygon P, mit zweien derselben, nämlich 
mit (ß,), und «у, zwei vierkantige, mit zwei anderen Flächen 
(y>, und Ce zwei dreikantige Züge gemein hat. Bei 
fortgesetzter Reduktion der eingeschlossenen und jeder neu 
entstehenden Fläche F;, wird man entsprechend den beiden 
Annahmen 

1) р<}, 2) р = р, 
zu einer Fläche F,_, mit einem Randflächensysteme gelangen 


1) Bode, Kerg «у» Mar зару E Des 
Ps , (Pars KARE) 7 » H ës: 
(Poe, Cas O <В); 


2) (б, SEN, (O =D, «<a, (OED, OË, A, 
Pads» <), ЫДЫ: Ф», (a6, 
in welchem die beiden Flächen <б„ und (7,2, zwei vier- 
kantige, die beiden anderen <y% >, und <a,), zwei dreikantige 
Züge des zugehörigen Randpolygones P,_, aufweisen. 
Da aber die Flächen «у, und (7,5; als Seitenflächen 


eine Innenkante von F,_, gemein haben, da ferner diese und 
die Kante | p%®,, 007 | in die durch die sechste Kante von 


(7. >e gehende Fläche «у, 1); führen, folgt, dals 400-1), 
und <7,-ı1), gleichfalls eine Kante gemein haben, und dafs 
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sie mithin nach Weglassung der Sechsecke <y% „>; und <, 
wiederum resp. einen drei- und einen vierkantigen Zug des 
Randpolygones P, der zurückbleibenden Fläche F, enthalten. — 
Indem man daher weiter successive die Flächenpaare absondert 


dr Pao; OPP <Уа—з%›..+› 

wird man 
a) für q <q, b) für q = q, 
eine Fläche F,+,-s mit folgendem Randflächensysteme erhalten: 
1а) Boas 2—0, Pa Ра О, 
(aD, <В, Bor +3 Botos 

1b) Bodas Oe, в, Ear Boor un Ва; 
2а) <В», CDs, Patar <<<, ©» der 
2b) Bodes CO, dar PDs, se 


Die den drei Fällen 1a), 1b), 2a) entsprechenden Flächen 
Fp sind illusorisch, indem die resp. einen vier-, einen 
drei- und einen vierkantigen Zug des Polygones Р, р-з ent- 
haltenden ersten drei Randflächen . einer jeden eine gemein- 
same Seitenfläche («> mit einem mindestens siebenkantigen 
Zuge besitzen würden. 


Der Fall 2b) dagegen führt in der That auf eine mög- 
liche, nämlich auf eine aus dem Seitenflächenpaar <ð, 7—9); , 
«ау, und dem Scheitelflichenpaar <В», (7,2, bestehende 
Fläche. 

П. Der zweite Fall eines den Polygonen P,®(0, 2m) und 
P,(0, 2m,) gemeinsamen zweikantigen Zuges ist bedingt durch 
eine der beiden Coineidenzen: 


п) ә. DK 
#==1,2,...,р,;Ё=-1,2,-..,@,. 

Diesel ben haben resp. die anderen zur Folge: 

1a) BE en (Be = dÉ Aen °°"; 

10) 090), = date, ee 
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2а) BD == Ф), BED E D ien 
2b) NEM a Da = СОНЫ 

Von diesen vier Annahmen sind die zweite und dritte 
allemal, die erste und vierte unter den bezüglichen Bedingungen 
i>p+ 1 und q —k>g mit der Definition des Polygones 
P” (0, 2m) unvereinbar, da dieselben eine gegenseitige Durch- 
setzung dieses mit dem Polygone P,(0, 2m,) involvieren. Sieht 
man ferner unter 1а) und 2b) von den Fällen i=p+1 
und q, — k = q ab, in welchen P,™® (0,2m) und P,(0, 2m,) 
einen dreikantigen ebenen Zug gemein haben würden, so erhält 
man folgende den Streifen 5%—) und 8, gemeinsame Flächen- 
reihen: 


1a) 000—0 Be, BT = Bio, IE 
er} ar = Bd: DH PFR = Ce D 
2b) dell" Mate 00), С), TED" 
ONE = Pao, EEE а. 
In beiden Fällen bestimmen aber die Polygone P,®(0, 2m) 
und Р,(0, 2m,) durch ihre nicht coineidenten Teile das Rand- 
polygon P, einer einfach zusammenhängenden Fläche F}, 
welches alle charakteristischen Eigentümlichkeiten des in dem 
früheren Falle nur einer gemeinsamen Kante von P,™(0, 2m) 
und Р,(0, 2m,) behandelten gleichnamigen Polygones aufweist. 
Es finden daher auf dasselbe und auf die von ihm ein- 
geschlossene Fläche genau die nämlichen Schlüsse wie auf 
letzteres Anwendung. Zufolge derselben erhält man das 
Resultat: 

Die von dem Polygone P, berandete Fläche F, ist stets 
dann und nur dann existent, wenn die Beziehungen bestehen: 
1a) p—i=p—i und g=q, 
2b) 4— (a—k+2)=k—2 und p=p,, oder 
та) ر0 و‎ 
2b)  q—qj=p—p =0. 

Hiernach ist also das Polygon P,(0,2m,) dem Polygone 
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PA, 2m) notwendig isomorph, und, weil dann die Annahme 
(ag), == (BD, im Ganzen p, die andere (aD), = (Fi), 
im Ganzen q verschiedene Möglichkeiten zuläfst, giebt es p + q 
verschiedene ausgezeichnete Lagen der Polygone P,”(0, 2m) 
und P,(0, 2m) zu einander, in welchen dieselben einen links- 
bzw. einen rechtsseitigen Kantenzug gemein haben. 


III. Die dritte Möglichkeit eines gemeinsamen drei- 
kantigen ebenen Zuges bedingt die Coineidenzen: 


(a), = (а, 
(fı) = (Ва, KBs, = «Бу, "5 und 
Cl" = (PDs EDs = <Ул-14%› с 
Gilt daher р > р, oder g > q,, so hat man entsprechend: 
«Вы» = CB, oder (FD; = OCH, A, folglich: 
(a, = ORT oder (а), = 0-0). 


Das Polygon P,(0, 2m,) tritt dann mit einer Kante | &› BET? 

oder |а, у#— ‚| in den Gürtel (P; (0, 2m), P,™®(0, 2m)) ein, 

ein mit der Definition von P,™(0, 2m) unvereinbarer Schlufs. 
Ist andererseits p < p, und 0 < q,, so hat man: 


(Ê), = Ф, und 9—0), = аен), 
folglich: 
Bd = (040—0, == Са е, 
was gleichfalls wider die Voraussetzung verstölst. 
Da zufolge der Einteilung des Hexagonoides H, in iso- 
morphe Elementarstreifen 
SSE ЖО), AS ESED 


alle in Bezug auf das Polygon P,™(0, 2m) gezogenen Schlüsse 
auch für das Polygon P,(0, 2m) gelten, kann man die unter 
I, II und III erkannten Thatsachen kurz so präcisieren: 

Auf einem Elementarhexagonoide H, können allomorphe 
Polygone der Grundform Р, (0, 2m) überhaupt nicht vorkommen. 
Enthält aber H, ein System äquidistanter isomorpher Polygone 
dieses Typus, so giebt es auf ihm stets noch m — 1 weitere 
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jenem isomorphe Systeme, und zwar haben dann die Polygone 
verschiedener Systeme paarweise einen (2/ + 1)-kantigen links-, 
bzw. rechtsseitigen Zug gemein, 
OPS, 
CES? 

Um über die gegenseitige Lage der m Systeme P,(0, 2m) 
eine klare Vorstellung zu erhalten, bezeichne man die Flächen 
der an die Polygone 

Em, zwei, Р,'(0, 2т), ... 
grenzenden Elementarstreifen 
I үм 
zweckmälsig durch 

"8 = а», Саз, -ea (pHs, °, Сат) 

8' = (ae, (а), :.., Хауз), +++, ам, 

S'E Ca, An lag %,...› Хора), <<<, (Des 
wo allgemein zwei Flächen ez und (eM „у mit dem 
Polygone P,™(0, 2m) resp. einen drei- und einen einkantigen 
Zug gemein haben. 

Alsdann werden die mit dem Polygone Р,(0, 2m) in 
je einem (2% + 1)-kantigen Zuge coineidenten, der Fläche 
S'+ S” +۰.۰ angehörigen Vertreter P,(0, 2m) der übrigen 
m — 1 Systeme dargestellt durch: 


1) P(0,2m) = Le, el, 
laii, ei, |, el, |900, 09|, |6090, 0], 
| ®, «0—0 |, | A 0,9 P 


|e, al, e, 9|, ..., | era E 


а» ers |o | rss al 


) 
D, 
0—1) ei 1 1 Е 
Га, |, | GH ea | Г, 690 |, 
0—2) 


ka aiD, dia 


SOT, | 2 [5 ënne аруа, | apts, tel, 
(apte, rel, | Orts, @ |, ---, |'®ы, ®ы|, laii el, 
ern 

p+i+2?2 =k. 
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2) wenn abkürzungsweise p + i + 2 =k gesetzt wird, 
P, (0, 2m) = |, a |, 
a, a |, | GC lies | арз, н |, KZ Sal: 


eis, «ов |, | Opte, аруа |5 


a) k—q>2 
| вн, gie: Гаа, абы |, -— Га, al, |, | ай—0, e |, 
| жыз, DAN E den, am | М. a, a, 
jetz ағ Sé а УУ, | Р, [ar AL) BN ‚ eg, о 9), 


Н), |, аца), ав |, 


|; SECH eg e? و“‎ |ы, akyl, | ett, %|; 
b) k—q=2 

| н, Salz |, | «у, а |, | ,يه‎ «уз—0 [у | a2, at |, 

Га, age |, | ae, о |, | ae, a+ |, 


Kiesch ае, Eech 90—91... | «ыа, акы |, |ы, a |; 
с) 60—451 
аы, ару |, [аы еры |,.., | P, eil, | a), ed |, 
| alt, + |, | alet, att |, 


er, гө], "dër, sl, .., Jah, Eel E а], 
Pet, EE [ай EE (en, 
ei, sët, |а), راه‎ | |н, асы, |ы, o | 


k=p+3,p+4,...,m. 

An das gewonnene Resultat der Erkenntnis aller Ele- 
mentarpolygone als Nachbarpolygone dreier charakteristischen 
Formen P,, P,, P, schliefst sich naturgemäls die Frage, ob 
mit denselben die letzten ursprünglichen Typen des Elementar- 
polygones erreicht sind, oder ob noch eine weitere Reduktion 
möglich ist. 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 9 
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Um dieses Problem zu entscheiden, werde ein Elementar- 
hexagonoid H, mit einem Grundpolygone P,(0,2p-+ 204 6=2m) 
betrachtet. Die Flächen des ersten an letzteres grenzenden 
Elementarstreifens seien 

<® %› CN en «Ва, +- «ВУ, а), 
Kay dor Ф Pader <<<, Ф) 


wo das Polygon Р, (O, 2m) mit den Flächen «а>, und <a s, 
(a >, resp. einen vier- und zwei einkantige Züge gemein hat. 
— Durch Fortlassung der Flächen 


< DH (Bı D <В, ЫДЫ i By ds 
erhält man als Grundpolygon der resultierenden Fläche H. 
ein zu P,(0, 2m) benachbartes Polygon P’ mit dem angren- 
zenden Elementarstreifen 
Se Zu Aen СВ, Aen Ba das en 8-1). <@ Do 
Ce Dos <® Aen Pi %› в un и) 
von welchem die Flächen «у, >, und <a,” Ys, а), resp. einen 
vier- und zwei einkantige, alle übrigen Flächen aber je einen 
zweikantigen Zug des Polygones P’ enthalten. — Nach weiterem 
Ausschlufs der Flüchen 
«в SBi %› Ba Des -- 5 Beide 
resultiert als Berandung der entstehenden Fläche H,” ein Po- 
lygon P” mit dem angrenzenden Elementarstreifen 
5” <%—% › Bi Des <В» Des en «Вав Ха Ж, Co De: 
(а, Ce ei <)» (a Zeen (7-e, 
von welchem die Flächen Су, 1), und 07У, (e>, mit P” 
resp. einen vierkantigen und zwei einkantige Züge, alle übrigen 
aber je einen zweikantigen Zug gemein haben. 


Ist nun erstens р = 1, so wird man vermöge dieser 
Reduktion der Fläche H, schliefslich zu einer anderen H,” 
gelangen, an deren Grundpolygon Pi) ein Elementarstreifen 
grenzt, 


В == (Dg, (01020), , ale, ...‚, Car dar Ce Dor Lla Dor 
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von dessen p + 3 Flächen die eine <y, einen vierkantigen, 
die beiden benachbarten <«a,'”+V), und Са), je einen ein- 
kantigen, alle übrigen je einen zweikantigen Randzug enthalten. 

Indem man aber von dieser Fläche Н?) das Sechseck <y,» 
fortläfst, erhält man als Berandung der restierenden Fläche 
Hu ein Elementarpolygon Р, (0, 2р + 4) der ersten Grund- 
form. Also: 


Jedes Elementarpolygon P,(0, 4p + 6) ist einem Elementar- 
polygone Р, (0, Әр + 4) benachbart, und es tritt daher auf dem 
zugehörigen Hexagonoide in р + 2 verschiedenen Systemen äqui- 
distanter Polygone auf. 

Ist dagegen zweitens р <q, so besitzt das Polygon Ро) 
den angrenzenden Elementarstreifen 


SD == Oe tie ХаР), ба, Оу, Са Уо 
Ce dar <® De, < ж, Va Ans ==> 0 


und es wird die Ausscheidung der Fläche «р, а); als Rand- 
polygon von 27+) ein Elementarpolygon P+) ergeben, von 
welchem die «у, benachbarten Flächen <y,-,), und 
Ca, PHY, resp. einen drei- und einen zweikantigen Zug ent- 
halten. Dann aber stellt sich PFD als ein Polygon der 
Grundform P,(0, 2p, +24, + 4) dar, wo sich p=p-+1 und 
q4=qg—p—1 berechnet. Also: 

Ein Elementarpolygon P,(0, 2p + 2q + 6) ist allemal einem 
Elementarpolygone P,(0, 2q + 4) benachbart, und es tritt daher 
auf dem zugehörigen Hexagonoide H, in q + 2 verschiedenen 
Systemen äquidistanter Polygone auf. 

Zieht man noch aus der eindeutigen Abhängigkeit der 
für zwei benachbarte Polygone P,(0,2m) und P,(0, 2m,) 
charakteristischen Zahlenpaare р, g und р, q, den Schlufs, 
dafs auf demselben Hexagonoide H, allomorphe Polygone 
Р.(0, Әт) und P,(0,2m,) unmöglich sind, so kann man, 
alles zusammenfassend, folgendes Endergebnis aussprechen: 

Theorem 14. Jedes Elementarpolygon ist Nachbarpolygon 
eines durch zwei positive ganze Zahlen p, q unzweideutig defi- 
nierten Polygones der Grundform 

Dh 
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PO, 2m) = 


р,@=1,2,..., 
und hat deshalb die Charakteristik О. 


Alle dem nämlichen Polygone P,(0, 2m) benachbarten, mit 
ihm also auf demselben Hexagonoide H, gelegenen Elementar- 
polygone konstituieren eine Klasse. 

Ist р, <q, so enthält das zum Polygone P,(0, 2m,) ge- 
hörige Hexagonoid д; + 2 unendliche Systeme äquidistanter iso- 
morpher Elementarpolygone der Form: 


Е. 


wo sich p = р, + 1 und q = q, — pı — 1 berechnet, und dann 
gruppieren sich alle mit Р,(0, 2m,) isomorphen Polygone gleich- 
falls in q, + 2 analoge Systeme. 

Im Falle р, =q, dagegen enthält das betreffende Hexa- 
gonoid ein einziges unendliches System äquidistanter isomorpher 
Polygone der Form: 


Р,(0,2т)= |, 


P,(0, 2m) << 
саи 
2 
sich alle mit P,(0, 2m,) isomorphen Polygone in p, + 2 analoge 

Systeme. 

Angenommen jetzt, es liege auf einem Elementarhexa- 
gonoide H, ein System von Polygonen Р, (0, Эт) und ein 
beliebiges Polygon Р(0, 2n) vor, so werden auf H, zwei 
Polygone P’(0, 2m) und Р (0, 2m) existieren, die mit Р(0, 2n) 


wo sich m = р, + 2 = bestimmt, und dann gruppieren 
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mindestens je einen Kantenzug gemein haben und es in einen 
aus A — 1 isomorphen Elementarstreifen 


=P P, 8" = р"Р", ..., 8—0 = Pph 


bestehenden Gürtel einschliefsen. Wenn dann durch die 
Kantenfolge 


Io, b, |, Ib, Ps |, 15, bs |, кч | i-1, bil, | bi, a| 


ein Zug des Polygones P(0,2n) gegeben ist, dessen End- 
punkte a,, a; zwar noch zum Polygone Р#—1)(0, 2m) gehören, 
während seine übrigen Ecken auf P®(0, 2m) liegen, so 
wird nach Ersetzung dieses durch den zu PY-V(0, 2m) ge- 
hörigen Zug 
ац, 05|, I, |, <<<, | oa, «| 

das resultierende Polygon zwei Kanten weniger als das ur- 
sprüngliche enthalten. 

Falls daher Р(0, 2n) mit P®(0,2m) mehrere, etwa a, · 
getrennte Züge gemein hat, kann man ein nur noch über 
h— 2 Elementarstreifen erstrecktes Polygon P(0,2n — 2a) 
konstruieren. 

Daraus folgt: 

Unter allen Polygonen des Hexagonoides H, enthalten die 
Polygone Р, (0, 2m) die kleinste Zahl von Kanten, während ein 
h Elementarstreifen durchlaufendes Blementarpolygon Р (0, 2n) 
mindestens 2m + 2h Kanten zählt. 

Ganz analog wird bewiesen: 

Auf einem Hexagonoide H, mit einem Systeme von Poly- 
gonen Р,(0, 2m) haben diese die kleinste Kantenanzahl. 

Wie die Kantenpolygone eines Hexagonoides H,, so zeigen 
auch die Elementarpolygone eines Hexagonoides H, die Eigen- 
schaft der Irredueibilität, und zwar in doppeltem Sinne: 
einerseits nämlich in ihren Beziehungen zu den auf einer 
Fläche H, gelegenen Polygonen P(6, n), andererseits in der 
gegenseitigen gestaltlichen Abhängigkeit der einer Klasse, 
d. h. demselben Elementarhexagonoid H, angehörigen Polygone 
P(0, 2m). 

Was zunächst das Verhältnis der Polygone P(0, 2m) 
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einer Fläche H, zu deren Polygonen P(6, n) anlangt, so findet 
dasselbe seinen Ausdruck in folgendem Satze: 

14a. Ein Elementarhexagonoid H, mit einem Grundpolygone 
P.(0,2m) (= = 1, 3) kann kein Elementarpolygon Р(0, 2m,) 
enthalten, welches in einem Kantenzuge irgend einem Polygone 
P(6, n) eines Hexagonoides H, isomorph ist, das der aus der 
Grundfläche von H, und den ersten FF] angrenzenden Ele- 


mentarstreifen gebildeten Fläche H, angehört. 

Es genügt, den Beweis für ein Hexagonoid H, mit einem 
Polygonensysteme Р, (0, 2m) zu führen, indem der andere 
Fall einer Fläche H, mit einem Systeme P,(0, 2m) eine 
durchaus analoge Behandlungsweise gestattet. 

Man wähle zu dem Ende auf einem Hexagonoide I, 
mit dem Grundpolygone 


|, Aas, Gel, 


Lg Gë 
‚+.›| Oms Om|, (Ors Gol 


P (0,2m) == | æ, el, |a, el, |ау,'а, 


das Sechseck (a, >, zur Grundfläche eines Hexagonoides He, 
so wird sich letzteres bis inel. seines von ee aus gezählten 


[= = ST Elementarstreifens isomorph auf H, abbilden lassen. 


Es sei nun auf diesem Teile 7, von H, irgend ein Polygon 
P(6,n) gegeben, und es stelle P’(O,n,) irgend ein auf H, 
gezogenes Elementarpolygon vor, welches den dem ersteren 
isomorphen Kantenzug @ enthält. Man bestimme dann inner- 
halb der Fläche (<a, "e, P(6, n)), ausgehend von «а», in 
der Flächenreihe 


Ce Ae, Kay, Kay s ө 
in welcher allgemein zwei Flächen e, — e und Са); durch 


gegenüberliegende Seiten der Fläche (cD, gehen, die erste 
Fläche <«;),;, welche einen Kantenzug des Polygones P(6, n) 


enthält. Da die Zahl > höchstens gleich der Zahl Fr d 


ist, so kann man von der durch den entsprechenden Kanten- 
zug іп Q bestimmten Fläche <ß,), aus eine jener isomorphe 
Flächenreihe ableiten: 


WK <В,—1%› Зее. <В. 
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Zufolge des Isomorphismus der zu den Flächen <e,» und (ÊD; 
gehörigen Hexagonoidteile in Bezug auf ihre ersten E 1 
Elementarstreifen mufs sich aber der Zug Q zu dem P(6, n) 
isomorphen Polygone Q(6, м) schliefsen. Mithin kann ein Zug 
Q kein Teil eines Polygones Р'(0, n,) sein. Q. е. d. 

Die vorstehende Überlegung lehrt gleichzeitig folgende 
bemerkenswerte Erzeugungsweise eines Elementarhexagonoides Ho 
aus einer hexagonoidischen Fläche H. 

Man variiere, wenn unter Wiederaufnahme der $ 18 ein- 
geführten Bezeichnungen die Flächen der sechs dreikantigen 
ebenen Züge des den Elementarstreifen Sr! berandenden Poly- 
gones P™ in der einem Umlauf von Did entsprechenden 
Folge gegeben werden durch 

mes 
die aus der Grundfläche <«,), und den ersten m Elementar- 
streifen bestehende Fläche I, so stetig und sich selbst isomorph 


im Raume, 
1) dafs die mittleren Randkanten zweier gegenüberliegenden 


Flächen 


Ca), und Саб") Ds 


a) Gegenseiten eines ebenen Sechseckes (p>, werden, 


b) in eine Kante | «,, ail, | zusammenfallen, 


2a) dafs die mittleren Randkanten der Flächen <a, 0), 
und <a"), „9, in zwei durch eine dritte getrennte Seiten eines 
ebenen Sechseckes <p), übergehen, 

2b) dafs der mit der mittleren Randkante von <0, 
beginnende und in der ersten Randkante von (a^), endende 
(2r — 1)-kantige Zug und der mit der ersten Kandkante von 
eil e beginnende und in der mittleren Randkante von 


Caf), e endende (2r — 1)-kantige Zug entsprechend zusammen- 


fallen 
r=m+1l,m..., 2, 
wo in den Fällen 2a) und 2b) die Kanten des Polygones 
Po (6, 12m + 6) in der Reihenfolge gezählt sind, 
am, |, | a, tD), oan, 


(m) (m41) 
ne |› 


www.rcin.org.pl 


136 Dritter Abschnitt. 


Durch diese Operation entstehen 

1а) ein Elementarhexagonoid mit einem Grundpolygone 
Pm, 4m + 4), 

1b) ein Elementarhexagonoid mit einem Grundpolygone 
P,(0, 4m + 2), 

2a) ein Elementarhexagonoid mit einem durch die Werte 
p= q = m bestimmten Grundpolygone 

Р,(0, 4m + 4), 

2b)*) ein Elementarhexagonoid mit einem durch die Werte 

p=r—2undg=2m—r-+ 1 bestimmten Grundpolygone 

Р,(0, 4m + 2). 

Zu einer noch engeren Unterscheidung der Elementarpolygone 
eines Hexagonoides H, in irreducibele und redueibele führt, 
wie schon oben bemerkt, deren vergleichsweise Betrachtung. 
Ich werde mich jedoch in den betreffenden Untersuchungen 
auf den einfacheren Fall eines Elementarhexagonoides mit 
einem Polygonensysteme Р, (0, 2m) beschränken. 

Um zuerst die hierher gehörigen Beziehungen der all- 
gemeinen Elementarpolygone P(0,2n) der Fläche zu einem 
Grundpolygone Р, (0, 2m) abzuleiten, teile man das Hexagonoid 
H, von letzterem aus in gleicher Weise wie früher in Elementar- 
streifen: 


S = <а Ye, ës hn, en Со), 
8'== KCN », Са; Dar ++ am); , 
8"= = а"), H Cs en Late, «=» A 


ai Man gelangt zu diesem Polygone, indem man von der zur 
Fläche H, geschlossenen Fläche H, successive die r Flächenreihen ab- 
sondert, nämlich die Reihen 


Cell, Dan Gel Mun °° ° Kal, De 
Сав delen °°° Са en Са, „Уво 
Ge 6 nt 6? Ke Es 8 De < al 


un an PR eine KSE der Eer Fläche ein E Dä © 
Zell seitendes Sechseck ansetzt. 
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wo allgemein zwei Flächen <a"), und Zei, Scheitel- 
flächen, zwei Flächen <a”), und <) Y, Seitenflächen be- 
zeichnen, und wo die Flächen dee, «а, (& >, eine Ecke 
bestimmen. 

Die Kanten des von den Polygonen P,(0, 2m) und 
P,™(0, 2m) berandeten, m Streifen umfassenden Gürtels Gm 
zerfallen in zwei Systeme: 

1) in die gemeinsamen Randkanten | emt, «0+0 | zweier 
benachbarten Elementarstreifen, 

2) in die gemeinsamen Seiten | «%™, e, | zweier Nachbar- 
flächen eines Streifens. 

Die Kanten des ersten Systemes sind dadurch ausgezeichnet, 
dafs der zu einer von ihnen gehörige rechts- bzw. linksseitige 
Kantenzug mit dem die beiden Elementarstreifen trennenden 
Polygone P,”(0, 2m) identisch ist, die des zweiten dadurch, dafs 
der zu einer von ihnen, etwa zu | «®, «%, |, gehörige rechts- 
bzw. linksseitige Zug sich durch die m Streifen 5%, ..., 
59+") hinzieht. Es werden mithin die zu den m Kanten 

lem а |, Io, ag |,..., |а, Cn | É 
gehörigen rechts- bzw. linksseitigen Kantenzüge die einzigen 
2m-kantigen Züge der Art enthalten, welche, ohne sich zu 
schliefsen, ganz innerhalb des Gürtels Gm verlaufen. Schlielst 
man aber einen solchen Zug durch einen gleichfalls in Gm 
enthaltenen sich selbst nicht durchsetzenden Zug zu einem 
Elementarpolygone, etwa den Zug 

lens afl, Je, el 1909, am, |, left, ei, 
(m = 2и) 
durch den Zug 


| «л, el, [ат "о |, -oer lef, 0 |, 


so werden die Endkanten des ursprünglichen 2m-kantigen 
rechtsseitigen Zuges resp. erste und zweite Kante zweier 
mindestens dreikantigen ebenen Züge des Polygones. Mit 
Hülfe der einzuführenden Bezeichnung eines zwischen den 
ersten Kanten zweier zwei- oder mehrkantigen ebenen Züge 
erstreckten Bestandteiles eines Elementarpolygones als eines 
Elementarzuges kann man daher sagen: 
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Auf einem Elementarhexagonoide mit einem Grundpolygone 
P (0, 2m) existiert unter den Elementarpolygonen eines aus 
m Elementarstreifen bestehenden Gürtels Gm kein einziges, 
welches einen dem Grundpolygone isomorphen Elementarzug 
enthält. 

Diese Beziehung eines beliebigen Elementarpolygones zum 
Grundpolygone ist offenbar durch seine Zugehörigkeit zum 
Gürtel @, bedingt. Denn erweitert man letzteren um einen 
m + 1“" Elementarstreifen S™FD, so ist das Elementarpolygon 

lem, el, lei", o |, <<<, | am, а b | N, a, ` 

Lë dk Lëtz, at | (sn éi 
in seinem ersten Zuge dem Grundpolygone isomorph. 

Die aufgefundene Beziehung läfst sich leicht auf zwei 
beliebige Elementarpolygone des Gürtels Gm ausdehnen und 
sich so zu dem Satze erweitern: 

14b. Auf einem Elementarhexagonoid mit einem Grund- 
polygone Р, (0, 2m) kann von zwei einem Gürtel Gm angehörigen 
allomorphen Elementarpolygonen das eine keinen dem anderen 
isomorphen Elementarzug enthalten. j 

Zum Beweise werde vorausgesetzt, derselbe sei bereits für 
alle Elementarpolygone Р(0, 2n) erbracht, welche sich über 
nicht mehr als v < m aneinander grenzende Elementarstreifen 
erstrecken. Wenn dann das Elementarpolygon 


@(0, 2n,) = |P Ps |, Ps, 9,1, мея | Pi-1, Pil» |р, a, 
|a, b l |b bl, 15, Bal, (Bras Ba H 
| be, arl, ак, Gl, 19 Qal, «<, | Qs, 011, 


M=), 
welches mit dem Kantenzuge 
а, 5, 15, |, ..., bi, bel, | De, ax | 


einem v + Ur Elementarstreifen angehört, isomorph ist einem 
Elementarteile 


INN LPs Ps lo <<<, ьа, |, |@,б/|,..., 
ов, ail, ав, 91, 19 ,ای‎ ee, 10, 0 | 
eines zweiten zum Gürtel @, gehörigen Elementarpolygones 
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Р(0,2т')==---, |р, Pe |, | Psa Ps la <<<, IP ау |, (af Bi loess 
saer | Dirar |y | ar, dr |, [фи аа |. Чул |ә 
so ersetze man in beiden Polygonen die isomorphen Züge 
|а, Di ls, h Bip De [у 18е, Bel, Bee nnd, 
а, 6, |, 15,7, 6, |,..., |61, Dil, | Bé, ak] 
durch die anderen gleichfalls isomorphen und in Gm ver- 
laufenden Züge 
a, @ |, 1% |. „аьа | Fund 
|а, а; |, Гаа |, ..., | шз, a |, 
von denen der erste zu dem Randpolygone Di", 2m) des 


wi" Elementarstreifens gehört. Eine analoge Reduktion findet 
auch dann statt, wenn einem Eckpunkte des Zuges 


|b, b, H | bs, bs HEI | e1, b | 
die beiden Endpunkte des Q(0, 2m,) isomorphen Elementar- 
zuges von P(0, 2n) entsprechen. 

Durch genügend häufige Wiederholung dieses Verfahrens 
gelangt man zu einem nur noch v Elementarstreifen durch- 
ziehenden Polygone 
0(0, 2n) = | D Ps | | Ps, р, |,..., | р, a, |› | a, а, РЕ 

+, | Ga, Ox |, |, ql, [а Aima | gan Ai la 
welches isomorph ist einem Elementarzuge 
ра Pa lo Pas Pa lo -ees 19, Aa |, Fos, | 
eines zweiten zu (+, gehörigen Elementarpolygones 
Р(0, 29") ==.+.,|р,, ра |, l Pas Ps I, 109859 lo | Qs Ir 


Weil aber die Coexistenz zweier derartiger Polygone durch 
die Voraussetzung ausgeschlossen wird, so gilt das auch für 
die Polygone VO, 2n,) und Р(0, 2n‘). 

Die unter 14b aufgestellte Behauptung ist somit gültig, 
wenn sie für das Grundpolygon Р, (0, 2m) und ein beliebiges 
Elementarpolygon des Gürtels Gm zu Recht besteht. Hiermit 
aber ist der Satz auf den schon früher bewiesenen Spezialfall 
zurückgeführt. — 
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Die Theorie der Elementarpolygone findet ihren Abschlufs 
mit der Entscheidung der Frage: 

Welches sind die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, dafs ein Kantenpolygon P ein Elemertar- 
polygon sei? 

Da man gemäfs der Definition der Elementarpolygone 
und des sie betreffenden Theoremes 14 die Untersuchung von 
vorneherein auf die höchstens fünfkantige ebene Züge ent- 
haltenden Polygone der Charakteristik c = 0 zu beschrärken 
hat, werde ein derartiges Polygon P(0, 2m) der Betrachtung 
zu Grunde gelegt. Dasselbe kann seiner Form nach ‘von 
vierfacher Beschaffenheit sein: 

1а) Entweder sind alle ebenen Kantenzüge zweikantig, 

1b) oder es folgt auf einen etwaigen dreikantigen ebenen 
Zug der Charakteristik + 1 ein isomorpher Zug der Charakte- 
ristik +1, 

— in beiden Fällen ist P(0, 2m) ein Normalpolygon im 
Sinne des $ 16 —, 

2a) oder es folgt auf einen dreikantigen ebenen Zug der 
Charakteristik +1 ein isomorpher Zug der Charakteristik + 1, 

2b) oder es treten auch vier- und fünfkantige ebene 
Züge auf. 

Indem man in dem Falle 2a) einen Zug 


E 


durch den anderen 


W а—1 D 
IAS Aaj 

WEN, 
in dem Falle 2b) einen vier- bzw. fünfkantigen ebenen Zug 
durch die fünfte und sechste bzw. die sechste Seite des zu- 
gehörigen Sechseckes а), ersetzt, gelangt man zu einem dem 
Polygone Р(0, 2m) benachbarten Polygone Р(0, 2m,), 

(m =m— 1 oder m, =m — 2) 

welches entweder, einem Falle 1) entsprechend, ein Normal- 
polygon, oder, einem Falle 2) entsprechend, einer analogen 
Reduktion fähig ist. 
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Man kann diese Überlegung an jedem neu resultierenden 
Polygone wiederholen, und wird daher nach genügend häufiger 
(höchstens (m — 3)-maliger) Reduktion 

1) entweder ein dem Polygone P(0, 2m) benachbartes 
Normalpolygon Р(0, 2m,) erhalten, 

2) oder man wird zu einem Polygone Р(0, 2m,) mit einem 
mindestens sechskantigen ebenen Zuge gelangen, d. h. es gilt 
der Satz: 

Theorem 15. Ein höchstens fünfkantige ebene Züge ent- 
haltendes Kantenpolygon P(c, 2m) der Charakteristik c = О ist 
dann und nur dann Elementarpolygon, wenn in einer Reihe von 
u <m — 3 ihm benachbarten Polygonen 

P(0,2m,), Р(0, 2m), ..., P(0,2m,), 
in welcher jedes folgende zwei oder vier Kanten weniger als das 
vorhergehende zählt, das letzte Polygon ein Normalpolygon darstellt. 

Auch die sich hieran knüpfende weitere Frage nach einer 
allgemeinen Methode, ein beliebiges Normalpolygon P(0, 2n) 
auf eine Grundform P,(0,2n,), e=1,3, zu reducieren, ist 
leicht zu beantworten. 

Es werde, die Vorstellungen zu fixieren, einem aus einer 
beliebigen Kante beginnenden Umlaufe des Normalpolygones 
P(0,2n) entsprechend das A Paar aufeinander folgender drei- 
kantiger ebener Züge der Charakteristiken +1 und — 1 
durch ZÛ und ZÛ, die zwischen diesen und den nächst- 
folgenden Zügen ZÛ und 2677 verlaufenden ay und b,-kan- 
tigen Züge durch Z,, und Z,, bezeichnet, 

EO = Zu E 2.2 +2 42 A a 

ФА + Za, +29 +2, 

аһ, ba = 0, 1, 3, 5, ۰۰ 
Alsdann denke man sich unter der allgemeineren Annahme 
a > 1 ап den Zug 
Za + Z, 

nach der negativen Seite hin einen aus A? einander paar- 
weise seitenden Sechsecken <œ, bestehenden Streifen an- 
gesetzt und fasse das durch diesen von P(0, 2n) getrennte 
Polygon P'(0, 2n) auf. Dasselbe wird statt des Zuges 
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Zu +2, +2,14 Z +2. +2, +2 
den anderen enthalten 
Sach Zu Zr + Zu + A + at Zr. 


Man kann daher den vorbeschriebenen Übergang an diesem 
und jedem neu resultierenden Nachbarpolygone wiederholen, 


bis man nach — =з --maliger Wiederholung zu dem Polygone 
gelangt 
D, 2n) = БАА + Za + 2„ + Zia + Za, + Zack: 
20 ze а 
Aus diesem Polygone kann man aber durch Ansetzung eines 
au 2+° ta Sechsecken (aD, gebildeten Streifens an die 
positive Seite des Zuges 
24 + Zeta 
und durch 1 + malige Wiederholung dieser Operation zu 
einem Normalpolygone der Form übergehen 
Р(0, 2n) = 2. 42a H Zii + Zitat HZ + Zn + ZH 
+24. +24+2,+24+2,. 
Ersetzt man aber weiter den mittleren der drei Züge 
Zi, Zur ү 
durch den freien Rand eines an ihn grenzenden Sechseckes 
Саур, so resultiert ein Normalpolygon 


Р(0, 2n) = 241 É er +2" + Zu» + ZH +2, + 
+ Zu, + 28 + Zepo, 


welches bei gleicher Kantenzahl mit dem ursprünglichen 
Polygone nur noch > — 1 Paare aufeinander folgender drei- 
kantiger ebener Züge der Charakteristiken + 1 und — 1 ent- 
hält. — Hieraus und aus dem Bildungsgesetz des Polygones 
P(0, 2n) ergiebt sich aber der Satz: 
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15a. Jedes Normalpolygon der Form 
Р(0, 2п) = 2. + Za F Zirt Sek 
NEE Z, + ZS 42, 
ist benachbart einem Polygone 
Р,(0, 2з) == 202 + 29 tz. 


a=3(v—1) + а, b = 3(v — 1) +h. 


А=з1 һ=1 

Durch die bisherigen Ausführungen erfährt die Aufgabe, 
die etwaigen Elementarpolygone eines gegebenen allgemeinen 
Polyeders zu bestimmen, eine einfache und vollständige Er- 
ledigung. 

So findet man für das Tetraeder A, = deu, (Gag, An 
Cen drei Elementarpolygone des Typus P,(0, 8), nämlich 
die in $ 16 angegebenen Normalpolygone: 

| Ce, @ |, | e, ail, Qi, Cm |, е, «|, [а, e, 

Le 4], (am «|, I, an]. 
Für das durch die Beziehungen 
(e24 1 Ka, ad) 4 ССЭ? COPECO 
bestimmte Tetragonhexaeder ergeben sich: 
1) Vier Elementarpolygone des Typus P, (0, 6), nämlich 
Ciy &r [, ler, «|, Je, gel, «г, |, | @, ар |, а, «|; 

2) sechs Elementarpolygone des Typus P,(0, 8), nämlich 

ак, el, Te, el, le, æl, ов, е |, |, а |, | ax, а, 
lee, el, jar, el, 

wo allgemein durch <ar), Са), zwei Gegenflächen be- 

zeichnet sind. 


Um die Elementarpolygone eines Pentagondodekaeders zu 
ermitteln, werde dasselbe definiert durch die Bestimmungen: 


(“Dg |: (eas, <а,%», (Ds: <®%, (os: 
<«% |: (4825, (%95, (%105, Gëf än Lëns iss 
RK ER <%, Ca Хао), Хап), аа); 
DDT <:<в,%, а), Хи, <%%› Closs 
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wo zwischen den Indices x, x’ zweier Gegenflächen die Be- 
ziehung statthat, 
2—2 = + 6, 
und wo die Flächenfolge 
а), <, Ха), Са), <®% 
einem in positivem Sinne ausgeführten Umlauf von («Dg ent- 
spricht. 

Ein beliebiges Kantenpolygon P wird die Oberfläche dieses 
12-flachs Au in zwei Bestandteile S,, S, scheiden, von denen 
der erste m, = 1, 2, 3, 4, 5, 6, der zweite m, = 11, 10, 9, 8, 7, 6 
Grenzflächen (e), enthalten kann. 

Die Polygone der ersten Art sind mit den zwölf Poly- 
gonen (e), identisch. Sie sind daher sämtlich isomorph, und 
ihre gemeinsame Charakteristik ist + 5. 

Die Polygone der zweiten Art sind durch die den Kanten 
| «i, «| des 12-fachs entsprechenden 30 Paare von Seiten- 
flächen (ag, (a), gegeben. Auch sie sind untereinander 
isomorph, und ihre gemeinsame Charakteristik ist + 4. 


Die Polygone der dritten Art sind bestimmt: 
a) durch 20 Flächen der Form 
| S, Ca), Kay), Ku); 
b) durch 5-12 Flächen der Form 
5, = a), Kay), (ap. 
Ihre Charakteristiken sind resp.: 
a) O(P(S) = +1+1+1= 3; 
b) cPßS)=+2—-1+2=3. 
Die Polygone der vierten Art sind bestimmt 
a) durch شل‎ Flãchen der Form 
6, = а>, (a), (sD, <); 
b) durch 5.12 Flächen der Form 
S, = (a), (a), аз), <) 
c) durch 2.30 Flächen der Form 
Si == (a), Ka), Фа), Cen; 


www.rcin.org.pl 


$ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 


d) durch 2.30 Flächen der Form 


5, == а), оз), (a), (%10. 


Ihre Charakteristiken sind resp.: 


a) 
b) 
e) 
d 


CPS) = +1+1=2, 
СР(8)) = TEE TEE EEN 
С(Р(8) = +22 +2 = 2, 
00208) —--29—1--29—1—2. 


Die Polygone der fünften Art sind bestimmt: 


a) durch 5.12 Flächen der Form 


S, = (a), (a), Ca), «о>, LEY, 


b) durch 2.30 Flächen der Form 


S, Ca), Kay), оз), оа), Фа); 


с) durch 2.5.12 Flächen der Form 


5, = Ca), а), (0g), а), Cs), 


d) durch 3.20 Flächen der Form 


б, == а), Cto, Ct), CAD, <), 


e) durch 5. 12 Flächen der Form 


5, = Ca), а>, Ca), (a), (ap), 


f) durch 2.5.12 Flächen der Form 


Ei Ca), Kay, Car, (a), СЭ? 


Denselben entsprechen die Charakteristiken: 


a) 
b) 
d 
4) 
е) 
0 


CPS) = +1— 1+1=1; 
С(Р(5,)) = 142—141 = 1; 
APE) = 81461412 = 1; 
С(Р(5)) = —2 +2 -14+1—14+2 = 1; 
С(2(6)) = +2 — 1—12 — 1 = 1; 
0(2(8)) = +2—1+2—%=1. 


145 


Da hiernach eine Fläche, welche sich aus m, < 5 bezw. 
aus 12 — m, > 7 Grenzflächen («> zusammensetzt, von einem 
Polygone der Charakteristik 6 — m, berandet wird, müssen 
alle etwaigen Elementarpolygone des 12-flachs unter den- 
jenigen Kantenpolygonen enthalten sein, welche seine Ober- 

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 10 
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fläche in zwei je sechs Grenzflächen («> umfassende Bestand- 
teile $,, Sa trennen. 

Nun findet man die letztbezeichneten, das 12-flach Au in 
gewissem Sinne hälftenden Polygone in systematischer Folge 
durch nachstehende Überlegung. 

Offenbar mufs der Bestandteil S, als einfach berandete 
Fläche aufser einer Fläche e," noch mindestens eine Seiten- 
fläche <«,> derselben enthalten. Im übrigen wird er entweder 
kein, oder ein, oder zwei, oder drei Paare von Gegenflächen 
aufweisen. 

І. Bestandteile S, ohne Gegenflächen. 


1) Besitzt S, nur die eine Seitenfläche («y> von (aD, 


so ist 
5, == <а,), (a), Саз), Llio), (A), Cs 
Es besteht dann S, aus den drei in einer Ecke zusammen- 
stolsenden Flächen <æ), (o>, Zë? und denjenigen drei 
Flächen (e>, Са), Са), welche resp. durch deren der Ecke 
gegenüberliegende Seiten gehen. — Das zu 5, gehörige Rand- 
polygon 
Р== |а, el, le, asl, |, |, Is, |, I, gel, 
а, gel, Lë: gel, |, asl, Га, 61, |@, asl, 
Je, ei, I ao, «|, Ian, pel, Ian, «|, (pes в), 
Газ, |, "ës, “sl, Га» as 
hat die Charakteristik 
cPSs)=+2—-2+2—-2+2—-2=0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform Р, (0, 12) 
benachbart, zu dem man gelangt, wenn man an P drei Sechs- 


ecke (egg fl, (Dg, Cas ansetzt. — Im Ganzen existieren 
auf 4, zehn solche Elementarpolygone. 


2) Enthält S, aufser <a,> noch eine zweite Seitenfläche 
von «а>, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 


*) Diese Ausdrucksweise soll besagen, dafs das anzusetzende Sechs- 
eck Zoe mit P denselben Kantenzug wie das gleichnamige Fünfeck о), 
gemein hat. 
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a) Unter der Annahme, dafs diese Fläche auch Seiten- 
fläche von Соу ist, bestimmt sich 


б, == а), (a), a3), Са), «оцу, Gënz, 

Es besteht also 5, aus den drei in einer Ecke zusammen- 
stofsenden Flächen «а>, Саз), «о> und deren nach den 
Kanten der Ecke genommenen drei Scheitelflächen e", «а>, 
Ce, — Das zugehörige Randpolygon 
Р= | ao, а |, |а, |, Ja, el, la, |, Ian, |, 

Газ, el, Io, al, Io, el Io, al, |е, gel: 

|, ge: | “o, gel 
hat die Charakteristik 

P(S) =—1+1—14+1—1+1=0. 

Es ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0, 12) be- 
nachbart, das man erhält, indem man an P die Sechsscke (a,),, 
Са), ansetzt. — Im Ganzen besitzt das 12-flach zehn solche 
Elementarpolygone. 


b) In dem Falle, dafs die <«,> seitende Fläche nicht auch 
Seitenfläche von <«,), also etwa mit Ce," identisch ist, hat man 


I, == а), о>, оц), Сауу, ец), аз). 
Da hier S, keine einfach zusammenhängende Fläche darstellt, 
vielmehr aus zwei getrennten Stücken besteht, ist dieser Fall 
belanglos. K 
3) Enthält 5, drei Seitenflächen von Со), so sind dieselben 
a) entweder drei aufeinander folgende Flächen, wie (ay), 
Саз), (a), 
b) oder drei nicht aufeinander folgende Flächen, wie <æ), 
(ug), (e). 
Im ersten Falle ist 
S, == (а), а), «о>, Ca), а), ав). 
Es besteht dann 5, aus einer Fläche <а„› und deren fünf 
Seitenflächen. Das zugehörige Randpolygon 


= | 1 | | t] | 
Р |а, et |а, elle, а, |, |as Ов 1618: rl, 
| || | | | 
[an al, ац Sol, |@, Qol, |æ, “| |æ, ge 
10* 
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ist ein Elementarpolygon der Grundform P,(0, 10). — Im Ganzen 
sind sechs solche Elementarpolygone auf A,» vorhanden. 
Dem zweiten Falle entsprechend ergiebt sich 


Si == а), (a), Ka), Kap), Фаш), Gë? 
als eine Fläche, welche mit der unter І, 1 erhaltenen überein- 
stimmt. 
4) Enthält S, vier Seitenflächen von <«,), so resultiert 
die Flächenform 
5, = (01), (a9), (a), Ха), <а), (a2), 
ein Fall, der bereits unter I, 2 behandelt worden. 
5) Ebenso ist die Annahme, dafs zu 5, alle fünf Seiten- 
flächen von Ce," gehören, schon durch I, За erledigt. 
II. Bestandteile mit einem Paar Gegenflächen (aD, <а;). 
1) Enthält S, aufser (a,> noch eine zweite Seitenfläche 
von о>, so kann dieselbe entweder, wie <a,), auch <œ) 
seiten, oder, wie <«,), von (a> getrennt liegen. 
Im ersten Falle hat man abermals zwei Möglichkeiten in 
der Zusammensetzungsart von 5,, nämlich: 
a) = (а), (а), «азу, Ca), Зац), ац), 
b) $ = <a), (0), «а>, (a), Че), Ха). 
Unter a) hat das Randpolygon 
P= |as, “sl, |а, asl, 1а, asl, I, « |, Ге gel: 
Je, as |, [0 gel, |90, “|, 19, @ |, |“, 4 |, 
|, ,او“‎ (ën: sl 
die Charakteristik 
C(P(S)) = +1—1 +1 —-1 =0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0, 12) 
benachbart, welches von ihm durch die beiden Sechsecke <; 3), 
«ау; getrennt ist. — Im Ganzen giebt es auf An 30 
solche Elementarpolygone Р. 
Unter b) stellt S, eine zweifach berandete Fläche dar, 
kommt also nicht weiter in Betracht. 
Sieht man im zweiten Falle von einer der letzten 
analogen Zusammensetzungsart der Fläche 5, ab, so be- 
stimmt sich 
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I, = (a), (aD, Cé, (ad, Kap), a). 


Das hierzu gehörige Randpolygon 


Р= |вң, в |, |а, as |, |, « |, |æ, as |, |а, gail, 


Га, % |, ia, |, I, « |, |æ, @ |, les gl 

Газ, Qol |, Mol, |9, gel, |a, “ol, |“, gel 

|“, @ |, |а, el, [а в |, |a, gel, |, gel 
hat die Charakteristik 

С(Р(5)) = —2 2—2 + 2 ~ 0. 

Dasselbe ist einem Normalpolygone der Grundform Р, (0, 16) 
benachbart. Man findet letzteres dadurch, dafs man an P zu- 
erst die Sechsecke «аз);, <=», dann die Fläche «ау; und 
schliefslich an den durch die Flächen <ay),;, ш», С), be- 
stimmten Kantenzug drei weitere Sechsecke ansetzt. — Die 
Anzahl dieser Elementarpolygone P von As ist 30. 

3) Enthält S, drei Seitenflächen von «о>, so sind die- 


selben 
a) entweder aufeinander folgende Flächen, wie <œ), 


Сау), KD, 


b) oder nicht aufeinander folgende Flächen, wie (ay), 


(a), Ka). 


Im ersten Falle fällt 5, unter die Form 
5, == а), а), <), Kay, (a), Car). 
Das zugehörige Randpolygon 
Р= |а, а; |, |а, gel, (as, gel, |4, “ol, |æ, gel: 
Je, ao |, 4а, |, |æ, gel, |an, gl, |as, 3], 
|, gel, I, “sl, I, as |, 1а, 9 | 
hat die Charakteristik 
С(2(8)) = – 1+2 — 2 + 1 = 0. 


Es ist einem Elementarpolygone der Grundform Р, (0, 12) 
benachbart, welches hervorgeht, wenn man an P das Sechseck 
Саз), ansetzt. — Im Ganzen besitzt A, 2.5.6 solche Ele- 
mentarpolygone P. 
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Im zweiten Falle hat 5, die Form 
б, = (a), а), (a), <а), <а), а). 
Das zugehörige Randpolygon 


Р= |а„, в |, |e, в |, I, gl, I, 8], [6 gu: 


| | | 
| os “ul, 19, ul, (ës Gul: |as, «sl, las, æ |, 


la, el |%, &% |, les, gel, [а оо |, |, as |» 

Je, « |» |%,% |, 14 Ge 
hat die Charakteristik 

С(Р(6,)) = 2—2 +1— 1+2 – 2 = 0. 
Es ist einem Normalpolygone der Grundform Р, (0, 14) benach- 
bart, zu dem man durch die Ansetzung der Sechsecke «о, 
(«gg gelangt. — Im Ganzen kommen auf A, 2.5.6 solche 
Elementarpolygone P vor. 

4) Der Fall, dafs 5, vier Seitenflächen von «о> enthält, 
ist bedeutungslos, da alsdann 5, aus zwei getrennten Teilen 
besteht. 

ПІ. Bestandteile 5, mit zwei Paaren Gegenflächen «с>, 
Ce und (ap), (ag). 

1) Enthält S, aufser ex" noch eine zweite Seitenfläche 
von <a>, so kann dieselbe zu (a), 

a) entweder, wie die Fläche <«,), benachbart, 

b) oder, wie die Fläche <«,), getrennt liegen. 

Unter der Annahme a) hat man für die Zusammensetzungs- 
weise von S, drei Möglichkeiten, nämlich: 
aa) 8, = а), «а>, Хоз), CAD, Хов), Фан), 
аь) 8, == о), (a), (a), Car), (a), (a), 
ас) Sj = <а,), аз), <), ол), (gD, Хаз). 

aa) Das Randpolygon der Fläche Ж, 

P= |а, о, |, |9, % |, Lëns % |, |90 9 |, |с, 6 |, 
las, в |, |as, а |, I, в, |, |as, “sl, |æ, 9 |, 
lar, gn: |», Gul: |, anl, |as; anl, |as, 681, 
las, el, |«, gl |, % 
hat die Charakteristik 
cKPrS)=—-1—-1+2—-2+1+41=N 
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Demselben ist ein Elementarpolygon der Grundform P,(0, 14) 
benachbart, das entsteht, wenn man an P drei Sechsecke Zeen 
Caas (& 1), ansetzt. — Im Ganzen sind auf A, 2.5.6 Ele- 
mentarpolygone des Typus P vorhanden. 
a») Die Fläche S, hat das Randpolygon 
P=|o, el, |9, “ol, lan, Sol, |, 0], [9 æ |, 
le, وت‎ |, læs, el, læs, as |, |, gl, ar, Mel, 
ku, sl, |%, gl, lass «|, Im, |, Io, as |, 
Je, « |, 
und dieses hat die Charakteristik 
0(P(S)) = —1 +2 —-2 +1 = 0. 
Setzt man ап P zuerst ein Sechseck ««,,),, dann ein Sechseck 
«а>, , schliefslich nach derselben Seite ап die drei aufeinander- 
folgenden freien Kanten der Flächen <a), <æ), (e> ein 
drittes Sechseck an, so erhält man ein P benachbartes Ele- 
mentarpolygon der Grundform P,(0, 14). — Es giebt auf Au 
im Ganzen 2.5.6 solche Elementarpolygone P. 
as) Man findet das Randpolygon 
P=|e, |, |а, ol, |9, Gul, a, «ul, [ез |, 
lar, nls |@, pel: 19, aol, |as, «o |, |%, Ms |, 
la, ea |, (ës: в, |, |as, «|, les «|, le, el, 
las, @ | 
mit der Charakteristik 
C(P(S)=+1—2+14+1—2+1=0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0, 12) 
benachbart, und zwar geht letzteres aus P durch die Ansetzung 
zweier Sechsecke eu", Са), hervor. — Die Anzahl dieser 
Elementarpolygone P von A,, beträgt 30. 
Unter der Annahme b) ergeben sich die drei möglichen 
Flächenformen: 
ba) S, = (a), (ta, (ad, Ka), (ap), (ap), 
һь) Ate, <о,›, CED, CD, Ka, (A), 
be) б, = (a), 0), (ap, Ka), (aD; <), 
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von denen b, und be mit resp. a, und a, übereinstimmen, 
während b, eine doppelt berandete Fläche darstellt. 


2) Besitzt 5, aufser (a> noch zwei Seitenflächen von <«,), 
so kommen, da durch 


Di == ш), < у), Caa), (eg); а), Фа) 


eine zweiteilige Fläche dargestellt wird, nur die Flächentypen 
in Betracht, 


a) S1 = (a), (2), (0), Cap, a), CCD, 
b) 51 == (оу, «азу, Хау), (05), а), «о>, 
с) 5, == (о), а), оц), as), Сол), о). 
Hiervon stimmen aber die Formen (а) und (b) offenbar mit 
resp. den früheren Formen (a,) und (aa) überein, und wenn 
man im Falle (с) statt der Fläche S, den anderen Teil 5, 
der Oberfläche von A,, auffafst, 

бү == la), а), ad, (%19, 03), ш), 
erkennt man auch diesen als schon im Falle (a.) enthalten. 

IV. Soll der Bestandteil S, drei Paar Gegenflächen ent- 
halten, so mufs er unter eine der beiden Formen fallen: 

1) S, == а), оз), CAs), Ход), «а>, а), 

2) Si = (а), (ау), Сау, Хо), Са), ауу. 

Im ersten Falle wird aber 5, durch eine zweiteilige, im zweiten 
durch eine doppelt berandete Fläche dargestellt. 

Alles zusammenfassend kann man nunmehr das Resultat 
aussprechen: 

Die Elementarpolygone eines Pentagondodekaeders werden 
durch diejenigen Kantenpolygone bestimmt, welche seine Oberfläche 
in zwei je sechs Grenzsechsecke enthaltende Stücke spalten. Sie 
verteilen sich auf neun allomorphe Typen mit zusammen 296 Ver- 
tretern. 

Der Beweis des ersten Teiles dieses Satzes kann mittelst 


eines in $ 21 gegebenen allgemeineren Theoremes wesentlich 
vereinfacht werden. 
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$ 20. Der erweiterte Charakteristikenbegriff. 


Die noch auszuführende Untersuchung der Elementarnetze 
macht es erforderlich, auch solche Kantenpolygone P in den 
Kreis der Betrachtung zu ziehen, welche mehr als fünfkantige 
ebene Züge enthalten, und demgemäfs den Begriff der Charakte- 
ristik auf diese Polygone auszudehnen. 

Wenn auf der Oberfläche 5 eines Polyeders А, als Be- 
randung eines Bestandteiles S, ein Polygon P, gegeben ist, 
welches mit a, Randflächen von А, und mit b, Randflächen 
des Supplementes 5 — 8, je h aufeinander folgende Kanten 
gemein hat, so wird die auf S, bezogene Charakteristik des 
Polygones P, bestimmt durch die Gleichung: 


OP)=(a +20, +30, 440,4 )—(b+ bit 36,444) 
Da das positive Glied der rechten Seite die Randkanten der 
vorgeschobenen, das negative Glied die der zurücktretenden 
Randflächen von S, zählt, kann die Charakteristik C(P(5,)) 
auch durch den Überschufs der Anzahl der Kanten erster Art 
über die Zahl der zweiter Art definiert werden. 

In diesem Sinne ergiebt sich die Charakteristik eines m- 
seitigen ebenen Polygones gleich + m, je nachdem dessen Fläche 
als eingeschlossen oder als ausgeschlossen angesehen wird. 

Wie schon $ 13 bemerkt worden, bestimmt jedes Polygon 
P(e,m) unzweideutig ein sogenanntes ` reduciertes Polygon 
P(0, 24), welches entsteht, wenn man in jedem drei- oder 
mehrkantigen ebenen Zuge von Die, m) die zwischen der ersten 
und letzten gelegenen Kanten weglüfst, jene beiden aber bis 
zu ihrem gemeinsamen Durchschnitt verlängert, 

Р(0, 2u) = ki, bann Raut, Км. 

Das Polygon P(c, m) erscheint dann naturgemäfs durch 
folgende charakteristische Merkmale definiert: 

1) durch die Anzahl 2u der Kanten des reducierten Po- 
lygones, 


»=-2]), all a 64 


2) durch den Überschufs ¢ der Anzahl b, aller Kanten 
der Ebenen 
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(kı, ka], Iks, FJ, SZ [Fau-1, ШЗ 


über die Anzahl a, aller Kanten der Ebenen 
[kos ksl, (ky, ks], ۰, ә kil, 
c=m—2u,m—2u—1,...,1,0; 
3) durch Anzahl und Formen der aus den Kanten eines 
jeden Systemes gebildeten Züge, 
b = a + 2а +43, +, a, = bs + 2b + 30, +; 


4) durch die Art der Verteilung der einzelnen Züge auf 
die Flächen beider Systeme. Gemäfs dieser Auffassung er- 
geben sich, wenn die Anzahl derjenigen m-kantigen Polygone, 
welche die Charakteristik с haben, mit p(m, с), die aller aber 
mit p(m) bezeichnet wird, in den einfachsten Fällen die An- 
zahlen: 


1. (4) = ф(4,0) = 1; 2. ф(5) = ọ(5,1)= 1; 

3. Ф(6) = p(6, 0) + (6, 2) =2 +2 = 4; 

4. Ф(7) = Ф(7,1) + Ф(7,3) = 3 + 2 = 5; 

5. ф(8) = Ф(8,0) + Ф(8, 2) + Ф(8, 4) = 6 + 4+8 = 13; 

6. Ф(9) = Ф(9,1) + Ф(9,3) + Ф(9, 5) = 9 + 6 +3 = 18. 
Überhaupt gilt zufolge der Gleichungen 

а +b +2u=m ud һҺ—а==сє: 
Polygone mit gerader bezw. ungerader Kantenzahl haben stets 

eine gerade bezw. ungerade Charakteristik, und umgekehrt. 


Mit der obigen Definition erweitert sich das wichtige 
Theorem 11 des § 18 zu dem Satze: 

Theorem 16. Wenn zwei beliebige vollkommen getrennt oder 
teilweise zusammenfallend verlaufende Polygone P und Q einen 
nur Sechsecke enthaltenden Gürtel G (6> oder einen bezw. mehrere 
entsprechende Streifen begrenzen, so zwar, da/s sie auch in den 
letzteren Füllen rücksichtlich der eingeschlossenen Sechsecke als 
mittelbar benachbart erscheinen, dann können ihre Charakteristiken 
O(P) und CQ) sich nur in den Vorzeichen unterscheiden. 

Der Beweis dieses Satzes ist demjenigen des Theoremes 11 
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durchaus analog und kann deshalb als bereits gegeben an- 
gesehen werden. 

Wie für ein beliebiges Kantenpolygon P, so wird auch 
für jeden Zug Z eines solchen der Begriff der Charakteristik 
eingeführt: 


CZ) = (а + 2a + За; + 4а; ++.) 
— (by + 20, + 30, + 46, LA 
Endlich soll in jedem zweiendigen Zuge Z einer als Teil- 
punkt tọ aufgefafsten Ecke der Punktcharakter zukommen: 


C(t) = CZ) — CZ) — € (2), 


mit Z, und Z, die durch t, bestimmten zwei Teile von Z 
bezeichnet. 
Wenn dann auf einem geschlossenen Polygone P irgend 
m Ecken 
ee 
nach einander als Teilpunkte eingeführt werden, so hat die 
Summe ihrer durch die Reihenfolge mitbestimmten Charakteristiken 
C(t) + С) ++ Са) + Clin) 
einen von der angesetzten Folge unabhängigen Wert, nämlich: 
EP) — CZ) — CZ) — + — С(2,), 
wo allgemein ein Zug Z; durch zwei bei einem Umlauf um P 
aufeinander folgende Teilpunkte t+ und t; begrenzt wird. 
Es gelten nämlich, da die Charakteristiken der ersten 
m — 1 Teilpunkte von der Wahl des mie unabhängig sind, 
unter der Annahme, dafs die behauptete Relation für weniger 
als m Teilpunkte bewiesen sei, die Beziehungen: 


1) Ct) C(t) ++ 0 ltn) 600) +0(2)+--+6(2-10)=0(), 


2) C(tm) = (2-1) — C(Zm-ı) — С(2һ), 
wo die Ecke {„ den von tm—ı und t, begrenzten Zug Zm—ı in 
die Züge Zm—ı und 2, teilt. 

Die Addition der beiden Gleichungen ergieht aber: 


3) D Cu +3 CZ) = С(Р). 
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Die aufgestellte Behauptung gilt also ganz allgemein, 
wenn sie sich für ein Polygon mit einer Teilecke bestätigt. 

Indem man aber die Charakteristik eines solchen Poly- 
gones durch die Charakteristiken seiner ebenen Kantenzüge 
ausdrückt und zugleich berücksichtigt, dafs eine Ecke t, stets 
nur einen dieser Züge teilt, kann man in der betreffenden 
Darstellung 


С(Р) = CZ) + CZ) +: + CZ.) 
die Charakteristik des von t, geteilten ebenen Zuges Z, er- 


setzen durch 
C(t) + EZ) + CZ”), 
und findet so die zu erhärtende Gleichung 
C(t) + CZ) = CP), 
unter Z den aus P durch die Teilecke t, erzeugten zwei- 
endigen Zug verstanden. 


$ 21. Allgemeine und elementare Netze. 


Um die allgemeinsten Elementarerweiterungen eines ge- 
gebenen Polyeders A, zu studieren, denke man sich auf dessen 
Oberfläche 5 irgend ein Elementarnetz gezogen: 

Na = Ry, В,,..., Ami, Rms 


in welchem jedes Polygon bezw. jedes Polygonensystem Hy 
die vollständige Berandung eines einteiligen Flächenstückes 5; 
bildet. Da, falls R; aus о; getrennten Polygonen P%) bestünde, 
auch 0; von einander unabhängige Elementarerweiterungen 
auszuführen wären, kann man die Untersuchung auf den Fall 
einteiliger Polygone R; beschränken. Es begrenzt dann jedes 
Polygon А; = Р; vollständig einen Flächenteil S; und aufser- 
деш stückweise zwei oder mehrere Bestandteile 5. Jeder zwei 
Flächen 5;, 85, gemeinsame Kantenzug soll kurz eine Kante, 
jede drei Flächen $;, Sz, Sı gemeinsame Ecke aber eine Ecke 
des Netzes heifsen. 

Zwischen den Anzahlen m, m, und m, der Flächen, Kanten 
und Ecken eines so definierten Netzes besteht die Euler’'sche 
Relation: 

m— m +m = 2. 
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Denn da mit einer Kante (5—1, Sm) zugleich auch zwei Ecken 
(Sms, 8.1, Sm) und (5,3, 8.1, Sm) ausscheiden, und 
folglich nicht nur die beiden Flächen Sm—ı, Sm sich zu einer 
Fläche $;„_ı, sondern auch die beiden Kantenpaare (Sm—2, $„—1), 
(89,2, Sm) und (Su-3, 8-1), (Sn-s, Sm) sich zu zwei Kanten 
(Sn-s, Im-ı) und (8,5, 8.1) vereinigen, so ist die auf- 
gestellte Relation allgemein gültig, wenn sie für ein drei- 
teiliges Netz besteht. Für ein solches ist aber: 
m=3, mM =3, m—2 
und also 
m— m tm=2. 
Aufser der Euler’schen gilt noch die zweite Relation: 
2m, = 8т,. 
Aus beiden berechnet sich: 
m =3m— 6 und m, = 2m — 4. 

Unterscheidet man die: einzelnen gemeinsamen Kantenzüge 

zweier Polygone P;, Р, durch die Bezeichnungen 
Diss Dips Basen, 
die eine oder die zwei gemeinsamen Ecken dreier Polygone 
d el e y 
aber durch 
%ы und фы, 

so gelten nach $ 20 die Beziehungen: 


9) а) = > GP) + У (РО) +2 0 0, (PE) 
+ Olina) + Olaa), 


kish du 


CO) => Ca (PH) +2 C (PH) +5 (Ро) 
+в (9,4) Bee 


Kn? KZ 


*) Durch den Index i der Charakteristiken C eines Polygones P,, 
seiner Kantenzüge Si ) und seiner Teilpunkte du 801 angedeutet 
werden, dafs Р, allemal als Randpolygon der eingeschlossenen Fläche S; 


aufzufassen ist, 


SEHR 
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Cn( Pn) < GJ (РЁ?) +23 GED +2. (Pin d A 
+2 On (An, Ke Im) +23 С„( (ат, tmt, 3 


Fro tm 


wo die rechtssteheuden Summationen über die Charakteristiken 
der Kanten und Ecken des Netzes auszuführen sind. 
Zufolge der Beziehung 


2) СРЈ) + am = 0 
giebt die Addition der m Gleichungen 1): 


3) Sam) -2(2 (Сал) + Са 


Die Summe der Charakteristiken der Ecken eines allgemeinen m- 
teiligen Netzes ist also unabhängig von der Reihenfolge, in welcher 
dieselben eingeführt werden, nämlich gleich der Summe der 
Charakteristiken der m Grundpolygone. 
Zur näheren Erläuterung dieses Resultates betrachte man 
auf dem Heptaeder 
<®%: | SDs, <®%,› CDs, (eds, Lëns <@ 5% 
ein dreiteiliges Netz N, mit den drei Bestandteilen 
S = <а,% y (Ds, аз, (ad; ©; == (eas, Sg = (CDs, Фо. 
Mit Bezug auf die beiden Ecken des Netzes 
(Cees, CDs, (%25) = qı; (CCDs, Kay, (ads = de 
hat man: 
1) C(a)=0, Ga)=+2, 600) = + 1, 
С. (а) = 0, Gil = +2, (а) = + 1, 
mit Bezug auf die drei Bestandteile 5: 
2) C(P(S) = — 3, CPS)= +5, CPI) = + 4. 
Also See sich entsprechend dem Ваша: 
3) 5 (C(u) + б.(ы)) = 6 -5 PS). 
i=l D 
Als zweites Beispiel diene das demselben Heptaeder zu- 
gehörige vierteilige Netz 
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8, = (04%, 8 = Cais, 06, 8 = а», Ха), 
5, = Cada, (0). 
Die Charakteristiken der vier Ecken des Netzes 
(Caos, a, <) =; (03, Ха, (ad) = Ar 
(<«,%› (tog, <®%) = As; (ad, (Ad, Ces = 0, 
bestimmen sich durch: 
1) 0(4) = 2, 0(0) =0, Ga)=1, 
Ola) = 2, 0)0) = 0, 00) =1, 
O(a) = 2, Csa) = 0, Cala) = 1, 
0,0) =1, C(0) =1, Olu) =1. 
Die Charakteristiken der Randpolygone P; der vier Bestand- 
teile 5; ihrerseits sind: 
2) C,(B) =6, OO) =2, G(P)=2, O(P) = 2. 


Demnach resultiert 
4 3 
3) Dam) + 0,9) + 0,000) = 6.2 = Y GU 
isl k=0 


Es ist kein zufälliges Zusammentreffen, dafs der Ausdruck 
Ус) in dem Falle des dreiteiligen Netzes den Wert 


2.3.1, in dem Falle des vierteiligen den Wert 2۰3.2 be- 
sitzt. Vielmehr gilt ganz allgemein: 

Theorem 17. Die Summe der Charakteristiken der Rand- 
polygone P; eines aus m einfach berandeten Flächen S; bestehen- 
den Netzes berechnet sich allemal durch die Formel: 


KEE 9), 


Zum Beweise wird vorausgesetzt, der Satz sei für Netze 
mit weniger als m Flächen $; bereits als richtig erkannt. 
Reduciert man nun ein m-teiliges Netz 

Nm, EE бич, Im 
durch Ausscheidung eines Kantenzuges (S„-ı, Sm) auf ein 
(m — 1)-teiliges Netz 
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Woa E KC 
(Sm—ı = 82-1 + Sm) 
so gelten die Relationen 
1) mit Bezug auf das (m — 1)-teilige Netz N„-ı: 
О,(Р,)-Е О, (Р,)-++----+б„—з(Р„—+)-Еб„—‹(Р„—)==2-8 (m—3), 
2) mit Bezug auf das dreiteilige Netz 
N, = Ba A 8-1, Sm: 
— Ee EE + Oni (Pai) + С. (Рл) = 2۰3. 
Die Addition beider Gleiehungen ergiebt 
3) C,(P)+G(B)++Cn-ıPa-1)+ On(Pn)=2-3-(m—2). 
Der aufgestellte Satz ist somit allgemein gültig, wenn er 


für ein dreiteiliges Netz besteht. 

Ein solches sei gegeben durch 

N = S1, Ss, 5, 
und habe die beiden Ecken 
q = Lo en (4), (Ada), TE (CBD, <В, Cal, 
wo gleichindieierte Flächen <a; und <В), demselben Be- 
standteile 5; angehören und zunächst als von einander ver- 
schieden vorausgesetzt werden. Ferner seien die den Rand- 
polygonen Р; der Flächen 3. paarweise gemeinsamen Züge 
bezeichnet durch resp. 
Das Pai; Pas = Pse, Pı = Da 

Es kann die Ecke q in den durch sie geteilten drei 

ebenen Kantenzügen 


(Р,, <e>), (Pas Gei, (Ps, <a) 

nur zwei wesentlich verschiedene Lagen haben: 

1) entweder teilt sie einen Zug, etwa (P,,<«,)), in zwei 
mindestens zweikantige Züge, 

2) oder sie teilt zwei Züge, etwa (Р,, (а>) und (Pa, <æ), 
in je eine Kante und je einen zwei- oder mehrkantigen Zug. 

Aus der ersten Annahme folgt nämlich, dafs die Flächen 
Ces än, und Ze mit dem Polygone P, genau је eine Kante 
gemein haben, und hieraus, dafs eine von ihnen, etwa Zen 
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mindestens zwei benachbarte, die andere aber genau eine 
Kante des Zuges Ёз enthält. Gemäls der Definition der 
Charakteristik einer Teilecke eines ebenen Kantenzuges durch 
den Überschufs der Charakteristik des Zuges über die Summe 
der Charakteristiken der Teilzüge findet man daher: 

с) =+ 2, 000) = +1, Ce 
Aus der zweiten möglichen Annahme, dafs die Flächen <a, )., 
und e" mit den Zügen Ps, und P,,s resp. je eine Kante, 
mit den anderen Р,» und P s resp. je einen zwei- oder mehr- 
kantigen Zug gemein haben, ergiebt sich, dafs die Fläche 
Ce, genau eine Kante des Zuges Р. з und einen mindestens 
zweikantigen Zug von Ps, enthält. Man findet demnach: 


Dia) = Gigi = Gigi = + 1. 
Ganz analog werden sich die der zweiten Ecke r des Netzes 
als einem Teilpunkte der drei Züge 


(Р,, <B>), (Ps, <В), (Ps, Bar) 


zukommenden Charakteristiken berechnen, so dafs bei ver- 
schiedenen Flächentripeln 


(da, df ie d (ka, und «В.У, Bados Can, 
allemal die Relation gilt: 


3 3 
оа) = 3 = Ус). 

i=l i=l 
Dieses Resultat bleibt auch noch in dem Falle zweier 
coincidenten Flächen «а, und <>, bestehen, wenn nur q 
und r durch mindestens zwei Kanten getrennt sind. Sind sie 
dagegen Ecken derselben Kante |«,, «, |, so hat man rück- 
sichtlich ihrer Lagen innerhalb der 2.3 Züge (P;, (ау) und 
(P;, <B>) die folgenden Möglichkeiten in Betracht zu ziehen: 
I. Entweder teilt die Ecke К den Zug FPA in zwei 
(Pi («2) (Pala). . 

und in 

(BT i a 


eine Kante und einen mindestens zweikantigen Zug, 


PTER | (Ps, <as>) 
II. oder es teilt Б den Zug (Р,,‹В,5) 


einen mindestens zweikantigen Zug und folglich einen der 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 11 


Kanten und folglich die Züge 


in eine Kante und 
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P (B, <a>) (Pa, KZ 
beiden Züge e. Za: (Bs, BS) 


in eine Kante und Kong zwei- oder mehrkantigen Zug, 


П. oder es teilt ù den Zug en in zwei wenigstens 
ЕН 3. 


(Р,, a), ind (Ps, Col 
(Pr) (Р,, (фу) 


(P, <e>) 
(P, <B>) 


auf der einen Seite bis zu der Ecke н gerechnet. 


in zwei Kanten, den anderen 


zweikantige Züge und demnach die Züge 
in je zwei Kanten, 


in allen drei Fällen die durch "geteilten Züge und 


(Ps, <a>) 
(Ps, Bo) 

Indem man der Reihe nach jede Lage von q mit jeder 
Lage von r kombiniert, und dabei q als erste, r als zweite 
Teilecke betrachtet, erhält man für die Charakteristiken C;(q) 
und (;(r) die Wertesysteme: 

I 0(0 =0, 009) =1, GQ=l,. 

L 0.00) =0, de G(r) = 2, 

1, С,(0) =1, C(t) = 1,2, GM) = 2,1, 

L GMD =2, (0) = 1, 0(0) = 1, 


Ki Gei +2 Gigi = 6; 


JL 00-1 0()=0 Q= 
D ` Gite б(ту=—=2, C(t) =2, 
п, 60-1, G=, C= 2,1, 
П, COM ä 0(0)=1, . C(0 =1, 
8 ` 

KEE 

ei = 
Ш GQ=-23 C(0 = 0 _ (9) =0, 
Ш, 0;(r) =0, Di = 2, (0) = 2, 
Ш, C(t) = 1, 0(0) = 1,2, Q(t) = 2,1, 
Ш, Gigi Oct Gh 


Уак) + 5000-6. 


i=l =1 
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Reduziert sich der Bestandteil 5, im Besonderen auf das 
Dreieck e". so hat man: 


) 000=0, 0()=1, Gigs), 
Gi =0, б@—?, Gs? 
000=1, 00)=2, GD =1; 


2) &@)=1, Giälzst, Qa) =0, 
0(0 =0, ig? 00) =?, 
=, 0(0) =2, GM =1, 


GI C;(a) +5 Ga) = 6. 


Wenn endlich S, und 5, mit zwei Grenzflächen <«,), und 
Саз), eines Tetraeders identisch sind, findet man: 


0(4) = 0, С,(9) =1, С,(9) = 1, 
Girl =0, Ditz? б(т)у=2, 
und demnach wieder: 
Ё 8 8 
Ca) + С,(х) = 6. 


Wie auch die beiden Ecken q und r des gegebenen drei- 
teiligen Netzes N, zu einander liegen mögen, allemal gilt die 


Relation: p 
3 
= ба) E Girl = 6, 


i=l i=l 
folglich, wie behauptet, ach die andere: 
С.Р). + OP) + OP) = 2:3. Q ed 


Die hiermit ganz allgemein bewiesene Formel 
D O(P) = 2.3. (m-2) 
Zeil 


schliefst eine Reihe bemerkenswerter Spezialfälle in sich. — 
Zunächst folgert man: 
Unter den m Grundpolygonen P; eines m-teiligen Netzes 
11* 
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können keinesfalls mehr als m — 1 Elementarpolygone auftreten. 
Für ein dreiteiliges Netz ergiebt sich hieraus der Satz: 

Wenn von den drei Grundpolygonen eines Netzes N, zwei 
Elementarpolygone sind, so hat das dritte notwendig die Charakte- 
ristik + 6. 

Um weitere Konsequenzen zu ziehen, nehme man an, es 
sei auf dem Polyeder А, ein (m + 1)-teiliges Netz gegeben 
Nana, 9, Ba, wer бы, 
von welchem die m Bestandteile S; (i = 1, 2, ...) mit eben- 
sovielen ebenen Grenzpolygonen e" identisch sind. Es be- 

steht dann die Beziehung: 


— Q (P) =] Giel — 2- 3 - (m — 1). 
i=l 
Dieselbe besagt: 

Die Charakteristik с des Randpolygones einer aus m ge- 
gebenen ebenen Polygonen (ar, zusammengesetzten polyedrischen 
Fläche ist von deren Zusammensetzungsweise unabhängig und 
berechnet sich durch 


с == i— 2.3. (т — 1). 
> “ 
Spezieller folgt: 

Setzt man aus m gegebenen ebenen Flächen Cai, mit zu- 
sammen 6(m — 1) Seiten, wie etwa aus zwei Drei-, drei Vier- 
und sechs Fünfecken eine einfach berandete polyedrische Fläche 
zusammen, so hat deren Randpolygon allemal die Charakteristik О. 

Das Theorem (17) gestattet eine wesentliche Erweiterung. 
Hat man nämlich irgend ein Polyeder А,, welches aus m 
isolierten einfach zusammenhängenden Bestandteilen 

KEIN ЕГ А 
und aus einer durch deren m Randpolygone 
E e E 


р begrenzten, nur Sechsecke enthaltenden Fläche F, besteht, во 
kann man durch passende Vereinigung der Sechsecke mit den 
einzelnen Bestandteilen 5; diese nach und nach zu gleich- 
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artigen Flächen 5; ausdehnen, welche nicht nur gleichfalls 
einander ausschliefsen, sondern zugleich die gesamte Ober- 
fläche 5 des Polyeders A, darstellen. Die diese erweiterten 
Flächen S; berandenden Polygone P/ bilden alsdann ein m- 
teiliges Netz Nm der Oberfläche S, und ihre Charakteristiken 
genügen deshalb der Relation: 
1) (Р) + O (Pi) +--+ Cn (Pu) = 2 - 3 - (m — 2). 
Da aber ein jedes Polygon Р; gemäfs seiner Entstehungsweise 
mit dem entsprechenden Polygone P; einen nur Sechsecke 
enthaltenden Gürtel @<6) einschliefst, gelten nach Theorem 11 
die Beziehungen: 
2) OD" = 0(P), ..., Om (Р) = Cm(Pn). 
Also folgt: 
3) G(P)+@(P)+ °°° + COn(Pn) = 2:38. (m — 2), 
und es resultiert der Satz: 

Theorem 18. Zwischen den Charakteristiken der Rand. 
polygone 

2. Ру Eu 

einer m-fach berandeten, nur aus Sechsecken <a), zusammen- 
gesetzten Fläche Fn besteht allemal die Gleichung: 

O(P) + C(P,) + -+ OPa) = — 2:3. (т — 2). 


Man kann diesen sowie den angewandten Hülfssatz auch 
direkt aus 17 ableiten, indem man die m’ Grenzsechsecke der 
Fläche Fm als m’ weitere Bestandteile 5ш, апазі. Dann 
gilt in Bezug auf das dadurch gebildete (m + m’)-teilige Netz: 


Ki GO SKS Carr (amd) = 2 -3 (m + m’ — 2) 
=l А=1 


und wegen 
Са (Саһ) = 6 : 


> G(P)) = 2.3(т — 2). 


Für die Charakteristiken der Randpolygone P, und P, eines 
nur Grenzsechsecke <æ), enthaltenden Gürtels folgt hieraus: 
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GP) + GP) = 0. 
Nach den $$ 13 und 14 stellt allgemein eine aus Grenz- 
sechsecken «а>, zusammengesetzte Fläche 


ые Түн Б, у... Ба. 
eine zu dem auf A, gegebenen Elementarnetze 
NI SEY В; ween Ра 


gehörige Elementarfläche vor, wenn je zwei entsprechende 
Polygone P/ und P; einander isomorph sind. Die auf der 
Fläche F, der Kante P, = P,; des Netzes Nn entsprechen- 
den isomorphen Kantenzüge seien dargestellt durch 


Pir piy Da eg p und Р: == E әт, DER 


Man ziehe auf Fa aus den Ecken р, und р, nach resp. 
den Ecken o und o so zwei Linien LZ, und LJ, dafs sie 
erstens ein Polygon Ze 2, wenn überhaupt, nur in einem Zuge 
schneiden, dafs sie ferner weder sich selbst noch einander 
durchsetzen, und dafs sie endlich zusammen mit den Zügen 
Р und Pi; einen Flächenteil &;, einschliefsen, der keines 
der m Randpolygone Р” enthält. Indem man dann diese Linien 
L’ und Ly durch diejenigen Kantenzüge 23% und 2$: ersetzt, 
welche von den aufserhalb ZX, liegenden Randzügen der von 
L’ und L; durchschnittenen Polygone Ze 2 gebildet werden, 
erhält man auf Fn eine einfach berandete nur Sechsecke ent- 
haltende Fläche | | 
PD = Р, Zr, Б, Ж. 

Diese Verbindungsfläche Sia der beiden isomorphen Kantenzüge 
Pj, und Pi; kann allemal als ein Bestandteil eines Hexagonoides 
H, aufgefa/st werden. 

Zunächst erhellt, dafs das Randpolygon der Fläche als 
aus durchweg verschiedenen Kanten bestehend aufzufassen ist. 
Denn für den Fall, dafs die Züge Z und 207 eine oder 
mehrere Kantenfolgen gemein haben, läfst sich dieser Zu- 
sammenhang durch eine zweckmälsige die Fläche gestaltlich 
nieht ändernde stetige Variation derselben leicht aufheben. 

Wählt man nun eine beliebige der eingeschlossenen Grenz- 
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flächen <ß,), zur Grundfläche und teilt von ihr aus 8, in ein 
System an einander grenzender Elementarstreifen, 


Six = (fos, 
Br Ds, Br Des ‘° Ei <В: De, 
LBi Yos Be Ds, ++. (ВУ, 


so kommen a priori drei Möglichkeiten in Betracht: 

І) entweder gehört jede Fläche («>y von H einem und 
nur einem Elementarstreifen an und hat infolge dessen auch 
nur eine einzige Bezeichnung (8®); ; 

2) oder es existiert ein erster Elementarstreifen 5%, bei 
welchem zwei nicht benachbarte Flächen «ВУ, und <A), eine 
Kante gemein haben und die demgemäfs auch dem (Л + 1)" 
Elementarstreifen angehören, 

«ВУ, = «В, und В, = СВО), 5 

3) oder es existiert ein erster Elementarstreifen SO), dessen 
Randpolygon P% mit einer Fläche (44V), zwei getrennte 
Kantenzüge gemein hat. 

Im ersten Falle ist offenbar die Verbindungsfläche 8; in 
der That ein Bestandteil des zur Grundfläche gehörigen Hexa- 
gonoides H,. 

Im zweiten Falle kann man, unbeschadet der Allgemein- 
heit, annehmen, dafs der Elementarstreifen 8% vollständig sei, 
dafs also sein Randpolygon P® die Form hat: 


z= / во WA... /\/ вз, М... 
Ae, MN JN 


Sollen dann zwei getrennte Kanten bezw. Kantenzüge dieses 
Polygones zusammenfallen, so kann das nur auf eine der 
folgenden zwei Arten geschehen: 


1) P®= Ba 
Ki 
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з Муал У 
V 


In beiden Fällen haben die Polygone P,® und Р, die Charak- 
teristiken 


G =a; — 2, =a; —2; а + а, = 4. 
Keine derselben hat den Wert -+ 6, also kann keines der 
beiden Polygone eine nur Sechsecke enthaltende Fläche be- 
randen. Dieser Schlufs verstölst aber gegen die ursprüng- 


liche Voraussetzung, nach welcher das Randpolygon der Fläche 
Sir ein einteiliges ist. Die Annahme 2) ist mithin unzulässig. 


Im dritten Falle kann die Verbindung zweier getrennten 
Kantenzüge des Polygones P® durch eine Fläche <), auf 
folgende sieben Arten erfolgen: 


۸ ۸ 
/- +7 АТРИ 
1) خسم‎ ak ere ОУ Ю® D 


iv, RER чуу EN 


2) 2р N D e А. e 6 
Kale \/ Ce КЫК 


3) Р®= "ër p’ ду 
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6) Рю®=< г А а er N 
Zw Р гаи 


\AA 
7) mu EN / 


Hiernach haben die Polygone Р, und Р, die Charakte- 
ristiken 


1, 2, 6) a= >-3, 9 =a—2, 
ay + aj" = 4; 

3) a =a — 2, а= а — 3, 
а + а" = 5; 

4) = а —8, а= а — 1, 
ау + ag" = 4; 

5) 4= — 3; em —2, 
a; + а = 5; 

7) G وه ک=‎ — 3, = а; — 3, 
ау + a = 6. 


Da keine dieser Charakteristiken den Wert + 6 hat, verstölst 
die gemachte Annahme gegen die Einteiligkeit des Rand- 
polygones der Fläche 5. Q. e. d. 

Das Resultat dieser Überlegungen besteht also in dem 
Satze: 

Eine Kante P, = Р; eines Elementarnetzes ist stets zweien 
sich selbst und einander nicht durchselzenden Kantenzügen eines 
‚Hexagonoides Н, isomorph, zwischen welchen sich eine einfach 
berandete Fläche ausbreiten läfst. 

In Verbindung mit dem Theoreme 13 folgt hieraus, dafs 
eine Kante eines Elementarnetzes sowohl selbst als in jedem 
Teile zu jedem auf H, gelegenen Polygone P(6, m) und folg- 
lich auch zu jedem sich selbst durchsetzenden Kantenzuge des 
Hexagonoides allomorph ist. — 
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Es sei Z irgend ein höchstens fünfkantige ebene Züge 
enthaltender, der vorgenannten Bedingung genügender Kanten- 
zug eines Polyeders, p irgend eine Ecke eines Hexago- 
noides H,, so kann man nach Festlegung des dem ersten 
ebenen Kantenzuge von Z entsprechenden von p ausgehenden 
Zuges auf H, offenbar einen jenem isomorphen Kantenzug Z’ 
ziehen. Derselbe wird sich selbst nicht durchsetzen, da sonst 
Z entgegen der Voraussetzung einen Zug enthalten würde, der 
einem auf H, gelegenen Polygone P(6, m) isomorph wäre, 
Durch jede Ecke von H, gehen mithin sechs dem Zuge Z 
isomorphe Züge Z’, und unter allen diesen giebt es unendlich 
viele Paare Z, und Z,, die einander nicht durchsetzen und 
sich daher auch stets durch eine einfach berandete Fläche S; « 
verbinden lassen. 

Das Kriterium dafür, ob ein Kantenzug eines Polyeders ein 
Elementarzug sei, oder nicht, besteht also darin, dafs sein Abbild 
auf einem Hexagomoide H, sich selbst nicht durchsetzt, oder sich 
durchsetzt; jede Kante eines Elementarnetzes ist ein Elementarzug*). 

Man denke sich jetzt aus den m Grundpolygonen P; eines 
auf dem Polyeder A, gegebenen Elementarnetzes N,, successive 
m — 1 verschiedene Paare gebildet, 


Pas Pu; Pas Ру... Р, 


im} Р, 
so dafs von den beiden Polygonen eines Paares allemal und 
nur das eine schon einem vorhergehenden Paare angehört. 
Eine derartige Gruppierung kann folgendermafsen gefunden 
werden: Man bestimme nämlich zu einem beliebigen Bestand- 
teile, etwa zu S,, die angrenzenden Flächen, etwa: 

ШЫЛК (>К 
und mittelst derselben die Kanten 
1) (5\, бу), (8, бу), Ge (S1, Sa) - 
Ist dann Л, = m, so ist das gesuchte Kantensystem gefunden, 
wenn nicht, so giebt es unter den angeführten Л, Bestand- 
teilen jedenfalls einen, etwa Sa, an welchen noch andere 
Flächen 8; grenzen, etwa 


т—1 ? 


*) Der Begriff des Elementarzuges ist hier weiter gefalst als wie 
in $ 19. 8. 137. 
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Suti Bian en у 
und diese bestimmen die Kanten 
2) (Su, бн), (Sny 5+з),..., (Sh, Sh) - 
Ist hy = m, so liefern die Systeme 1) und 2) ein gesuchtes 
Kantensystem, andernfalls existiert unter den A, angegebenen 
Bestandteilen wiederum mindestens einer, etwa S}, an welchen 
weitere Flächen 5; grenzen, etwa 
8з Жаз М; 
und diesen entsprechend erhält man die Kanten 
3) (5, 5„ы), (Sras Batz, (Sm 8). 
Ез ist klar, dafs dieses Verfahren, ausreichend weit fortgesetzt, 
stets zu einem Systeme von nur m — 1 Kanten führt 
(Si, Su); (Sa, SJ, We (Sun Bes Al 
durch welche alle m Bestandteile S; gehen. 


Gemäfs vorstehender Bestimmung kann man nach einer 
dem Netze N, entlang erfolgten Elementarerweiterung von 
А, auf dem abgeleiteten Polyeder A, die m isolierten Be- 
standteile 


Bue (ge "Dim 
mit den entsprechend abgegrenzten m — 1 Verbindungsflächen 
Әй, у Sh 67 KEN dë 


zu einer einzigen einfach berandeten Fläche F’ vereinigen: 
F' = 6, + Snn H Sg + °°° + i F KE E ak Simi ч 


Die dann noch übrigen Grenzpolygone von А„', welche 
durchgängig Sechsecke sind, mögen die gleichfalls nur einfach 
berandete Fläche F” zusammensetzen. 

Diese Einteilung der Oberfläche von A» giebt ein Mittel 
an die Hand, um für ein auf dem ursprünglichen Polyeder A, 
beliebig gezogenes Netz Nm, dessen Kanten sämtlich Elementar- 
züge sind, auch alle etwa zugehörigen Elementarerweiterungen 
festzustellen und dadurch zu entscheiden, ob das Netz ein 
Elementarnetz ist oder nicht. 

Man ordne nämlich die von den m Grundpolygonen P; 
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des Netzes N,, berandeten Bestandteile 5; in der oben be- 
schriebenen Weise zu m — 1 Paaren: 


N N ER 


т—1> km1? 


konstruiere darauf zu jeder der durch dieselben bestimmten 
m — 1 Kanten 
Py = (5, 5) = Ban 


eine zugehörige elementare Verbindungsfläche 
8, 


KK 

und setze schliefslich die m ursprünglichen Bestandteile mit 
den m — 1 Verbindungsflächen in entsprechender Weise zu 
Si einfach berandeten Fläche F’ zusammen, 


S8 u В e FONE FS ut Sint tmi Seg 


wobei verschiedene Flächen S, teilweise d. h. in einzelnen 


бд 
Grenzsechsecken coineidieren können. 

Wenn man alsdann durch die Kanten des die Fläche A" 
berandenden Polygones P’ ein System von Ebenen legt, welche 
mit F’ zusammen ein Polyeder A, bestimmen, und die in 
ihnen gelegenen Grenzflächen des letzteren zu der gleichfalls 
von D berandeten Fläche F” zusammenfafst, so bildet dieselbe 
mit den m Flächen S; und den m — 1 Flächen Bn — ein 
mehreren letzterer gemeinsames Grenzsechseck nur zu einer 
gerechnet — ein 2m-teiliges Flächennetz, und es gilt dem 
Theoreme 18 zufolge die Relation: 


1) 2 P(S) + 2 ССР (8,1) ОРЕ") =6.(2т— 9). 


Da aber auch die Beziehungen bestehen: 

2) C(P($,4)) = С(Р(8,ь)) = · · · = DUU un) = 6 

und 

3) C(P(S) + С(Р(5,)) +- + С(Р(5һ)) = 6 - (m — 2), 

so nimmt die linke Seite der Gleichung 1) die Form an: 
6(m — 2) + 6(m — 1) + C(P(F')). 

Daher gilt allemal: 

4) С(Р(Е")) = 6. 
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Wie auch die den Zusammenhang der m Bestandteile 8; 
vermittelnden m — 1 Verbindungsflächen S;,, x, beschaffen sein 
mögen, immer besitzt die zusammengesetste Fläche І" ein Rand- 
polygon der Charakteristik 6. 

Hiernach ist die Aufgabe, alle einem gegebenen Nelze Nn 
zugehörigen Elementarerweiterungen zu finden, gleichbedeutend 
mit der anderen, unter allen einfach berandeten Flächen F’ die- 
jenigen zu ermitteln, deren Randpolygone P' irreducibel d. h. 
Kantenpolygomen eines Hexagonoides H, isomorph sind. 

Es wird in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden, 
dafs in jedem gegebenen Falle еше endliche Anzahl von Ope- 
rationen zur Lösung dieser Aufgabe hinreicht. 

Wie ein von zwei isolierten Elementarpolygonen beran- 
deter Elementargürtel G, so kann auch eine von т > З iso- 
lierten*) Kantenpolygonen 

den RER I М) 


berandete allgemeine Elementarfläche Fma als aus einem ihr iso- 
morphen einfach berandeten Bestandteile H, eines Hexagonoides 
H, entstanden gedacht werden. Die Berechtigung hierzu er- 
giebt sich aus folgender Konstruktion: 

Man ziehe aus einer іп das Innere von F, einspringen- 
den Ecke p, des Randpolygones P, nach einer analogen passend 
gewählten Ecke p, eines zweiten Randpolygones P, einen ganz 
innerhalb von F,, verlaufenden Kantenzug. Eine derartige 
Verbindung 28 ist stets möglich, da sowohl das Randpolygon 
P, wie die Ecke р, willkürlich sind. Zu dem Zuge Z}? ziehe 
man weiter auf den ihm beiderseits angrenzenden Grenz- 
sechsecken von Fm nach den betreffenden Angaben des $ 13 
zwei isomorphe Kantenzüge Z}? und 2}, welche aus zwei 
Punkten p, und p,” der іп p, zusammenstofsenden Kanten 
von P, nach resp. zwei Punkten р, und p,” der durch р, 
gehenden Kanten von P, führen. Endlich scheide man den 
zwischen den Zügen zu und Z% liegenden Flächenstreifen 


*) Jede einteilige Fläche, von deren m Randpolygonen mindestens 
zwei einen Kantenzug gemein haben, ist als eine höchstens (m — 1)- 
fach berandete Fläche anzusehen, 
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aus der Fläche У, aus und führe dieselbe dadurch in eine 
ihr isomorphe, aber von nur noch den m — 2 Polygonen 
Ps, Р,, SÉ P, 
und dem Polygone 
P, = Zhe + Zp 42% 420% 
berandete Elementarfläche Fm—ı über. 

Das eben beschriebene Verfahren, auf die Fläche Fm—ı 
und jede neu resultierende Fläche F,,_, angewandt, wird nach 
(m — 1)-maliger Wiederholung eine der Fläche F,, isomorphe 
einfach berandete Fläche F, ergeben, deren Randpolygon aus 
durchweg verschiedenen Kanten besteht. Eine solche Fläche 
F, aber ist nach einem früheren Beweise allemal ein Bestand- 
teil H, eines Hexagonoides H. Q. е. d 

Aus der Entstehungsweise der Fläche F, ergeben sich 
als charakteristische Merkmale ihres Randpolygones: 

1) die Existenz von mindestens m — 1 Paaren ungleich- 
seitig isomorpher, in ausspringenden Ecken der Fläche endigen- 
der Kantenzüge, 

2) der gegenseitige Ausschlufs der Züge je zweier Paare in 
ihrer einem Umlauf des Polygones entsprechenden Aufeinander- 
folge. 

Umgekehrt kann jede und nur eine solche hexugonoidische 
Fläche H,, deren Randpolygon beide Eigenschaften aufweist, 
stetig und sich selbst isomorph in eine m-fach berandete 
Fläche übergeführt werden. 


$ 22. Die Endlichkeit der Elementarerweiterungen 
bei gegebenem Elementarnetze. 
Man denke sich auf einem Polyeder А, irgend ein Ele- 
mentarnetz gezogen: 
Nas Ph, Р,, tets Pn, 
und gemäls den im vorigen Paragraphen entwickelten Me- 
thoden alle zu demselben gehörigen Elementarflächen con- 
struiert: 
FW = pw, PW, ..., Pm 
h=1,2,3,.-,) 
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wo allgemein PI" dasjenige Randpolygon der Fläche F™ be- 
zeichnet, welches dem Polygone P; isomorph ist. 

Eine beliebige dieser m-fach berandeten Elementar- 
flächen wird durch die gegenseitige Lage ihrer Randpolygone 
vollkommen und eindeutig bestimmt. Um von letzterer eine 
deutlichere Vorstellung zu erhalten, ist es zweckmälsig, den 
Begriff der Distanz zweier Randpolygone einzuführen. 

Wird nämlich eine Fläche F® von einem Randpolygone 
Ju aus in ein System sich aneinander setzender vollständiger 
bezw. unterbrochener Elementarstreifen zerlegt: 

Её = 8% + 5%, ..., SA, 
so mufs man zu einem ersten Streifen $4, „ gelangen, dessen 
freier Rand mindestens einen Kantenzug des Polygones pP 
aufweist. 

Ganz ebenso muls man bei einer von dem Polygone PP 
aus erfolgenden analogen Zerlegung der Fläche 


FP = 800 + 80 +... 4 0, 
auf einen ersten Streifen Se stofsen, dessen freiem Rande 
mindestens ein Kantenzug des Polygones Р; zugehört. 

Aus diesen Definitionen folgt aber, dafs der Streifen Sf 
mindestens ein Grenzsechseck des Streifens Sf, а aber keine 
einzige Grenzfläche des vorhergehenden Streifens Si › der 
Streifen SU, mindestens ein Sechseck des Streifens Eu) SEN 
aber kein einziges Sechseck des Streifens SC, 0—2, 1.8. КОЛЕП А 
der Streifen Sm mindestens ein Sechseck des Streifens 
Sf}, aber kein einziges Sechseck des anderen Sf?, schliefslich der 
Streifen Si als erster Streifen mindestens ein Sechseck des 
Streifens SË} enthält. 

Mithin gilt die Beziehung: 

dir = Чы. 
Die so durch die gegenseitige Lage der Polygone Tu und Dun 
definierte positive ganze Zahl d soll den Abstand derselben be- 
zeichnen. 
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Es sind die }m(m — 1) paarweisen Abstände @ der m 
Randpolygone P% einer Elementarfläche F,, nicht unabhängig 
von einander, vielmehr reicht schon die Angabe der m — 1 
Abstände eines Polygones von den übrigen hin, um auch 
deren gegenseitige Distanzen in gewisse endliche Grenzen ein- 
zuschliefsen. 

Denn seien die Abstände des Polygones Р, von den 
Polygonen Di, Pi, ---, DAN gegeben durch resp. 


D A = A 
a < a 2... Th, 


so erweitere man die als freischwebend gedachte Fläche 5, 
über ihr Randpolygon P, hinaus um di, Elementarstreifen zu 
der Fläche 8,. Da sowohl das Randpolygon P, dieser Fläche 
‘als das Randpolygon P, der Fläche S, nur eine endliche An- 
zahl von Kantenzügen besitzt, kann P, auch nur endlich viele 
Züge enthalten, denen auf P, ungleichseitig isomorphe Züge 
entsprechen. Man hat folglich nur eine beschränkte Anzahl 
$) von Möglichkeiten, die Fläche $, um die Fläche S, zu 
einer Fläche Sı, zu erweitern. 

Jede dieser 61, zusammengesetzten Flächen kann über 
den sie mitberandenden Kantenzug des Polygones P, hinaus 
um di — df, teilweise nur bis an das Polygon P, reichen- 
der, Elementarstreifen und über diese hinaus auf nur a 
Arten um die Fläche S, zu einer Fläche Siss erweitert 
werden, u. s. w., u. 8. W. 

Die gegebenen m — 1 Distanzen bestimmen somit in der 
That nur eine endliche Anzahl von Elementar flächen 

Sys, °, m 
und beschränken dadurch das System’der übrigen Ain — 1)(m—2) 
Abstände 


0] h) h) 
„3› 2,4, °°°, бъл 


auf eine endliche Anzahl endlicher Wertesysteme. 
Dies vorausgeschickt, seien jetzt alle von den m Poly- 
gonen Р; berandeten Elementarflächen in eine Reihe geordnet, 


1) Жы, Жы Er BA, 
so dals die Bedingungen erfüllt sind: 


www.rcin.org.pl 


$ 22. Die Endlichkeit der Elementarerweiterungen etc. 177 


MEM 2...2 909 2... 
und 

I DEZ AD, 
wo M® die Anzahl der Grenzsechsecke der Fläche FW, 
D® die gröfste der ihr zugehörigen Distanzen буу bezeichnet. 

Die so geordneten Elementarflächen FY? seien, unter D, 
eine oberhalb 2D’ gelegene positive ganze Zahl verstanden, 
weiter in m Gruppen eingeteilt, nämlich: 

1) in diejenigen Flächen, bei denen je zwei Randpolygone 
mindestens den Abstand D, + 1 haben, 

2) in diejenigen Flächen, bei denen zwei Randpolygone 
höchstens den Abstand D, irgend zwei andere aber mindestens 
den Abstand D, + 1 haben, 

3) in diejenigen Flächen, bei denen zweimal zwei Rand- 
polygone höchstens den Abstand D,, jedes derselben von 
einem anderen und je zwei solche mindestens den Abstand 
D, + 1 haben, 

4) in diejenigen Flächen, bei denen drei aus vier, fünf 
oder sechs Polygonen gebildete Paare höchstens im Abstande 
D,, jedes dieser Polygone von einem der übrigen und je zwei 
der letzteren von einander aber mindestens im Abstande D, + 1 
stehen, u. 5. w., U. 8. W., 

т — 1) in diejenigen Flächen, bei denen m — 2 aus 
m — 1 Randpolygonen gebildete Paare höchstens im Abstande 
D,, jedes vom т“ Randpolygone aber mindestens im Ab- 
stande D, + 1 steht, 

m) in alle Flächen, bei denen die Distanzen von m — 1 
aus allen m Randpolygonen gebildeten Paaren die Gröfse D, 
nicht übersteigen. 

Da die Anzahl der Flächen der letzten Gruppe offenbar 
endlich ist, folgt, falls die aufgestellte Reihe I) unendlich 
d. h. so beschaffen ist, dafs zu jeder noch so grolsen Zahl 
M eine noch gröfsere Zahl MO) gefunden werden kann, dafs 
dann auch eine der m — 1 ersten Gruppen unendlich viele 
Individuen enthalten mufs. 

Die zu der ersten Gruppe gehörigen Flächen 

dt, EN 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 12 
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haben unter der gemachten Annahme 2D' Z D, sämtlich die 
Eigenschaft, aus der Fläche F;, durch entsprechende Elementar- 
erweiterungen ableitbar zu sein. 

Zum Beweise ziehe man auf F,, ein m-teiliges Netz 


Baer De 


so dafs je zwei Polygone P; und P/ einen Elementargürtel 
(P;, P/) beranden und alle m Gürtel die Fläche 2, einfach 
zusammensetzen. 

Da alsdann P; ganz innerhalb der ersten an P/ sich 
ansetzenden D’ Elementarstreifen liegt, können auf jeder 
Fläche Ф die m Randpolygone P; durch m andere den Po- 
lygonen P; isomorphe Polygone Du) ersetzt werden, mit 
welchen sie paarweise m einander ausschliefsende Gürtel be- 
randen. Je m solche Polygone bestimmen aber die voll- 
ständige Berandung einer dem auf der Fläche F,, gezogenen 
Netze Nn zugehörigen Elementarfläche oi". 

Entsprechend den La (т — 1) Paaren Р,, Р, von Rand- 
polygonen wird die zweite Flächengruppe in ebensoviele Flächen- 
reihen zerfallen. 

Da nach Früherem zwei Polygone P;, P; bei gegebenem 
Maximalabstande D, nur eine endliche Anzahl б, allomorpher 
Flächen S, bestimmen, so mufs die zu dem Paare Р,, Р, 
gehörige Reihe von Elementarflächen 


Ben Ша", een PO... 
in eine entsprechende Anzahl von Teilreihen zerfallen: 
ei, ph, Ө» ph, HE 
h=1,2,3,..., 01,2, 


die dadurch charakterisiert sind, dafs alle zu der nämlichen 
Reihe gehörigen Flächen auch ein und dieselbe zusammen- 
gesetzte Fläche 51» als Bestandteil enthalten. 

Was hier von den Flächen der zweiten Gruppe gesagt 
worden, gilt in entsprechender Weise von den Flächen der 
dritten, vierten und jeder folgenden bis zu den Flächen der 
m — Ur" Gruppe. 
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Es sondern sich nämlich die Flächen der k Gruppe in 
eine endliche Anzahl, etwa in X, Reihen 


A1 A8 h 
i> ), 1% و ول‎ 0, бу 


As L, 2): К, 


deren charakteristische Eigentümlichkeit darin besteht, dafs 
alle Flächen derselben Reihe aus den nümlichen а Z m — 1 
isolierten Flächen 


: 
Ee 


ias kar tee 


und aus je einer a-fach berandeten Elementarfläche zusammen- 
gesetzt werden. 

Die ursprüngliche Flächenreihe I enthält somit aufser den 
Flächen der m Gruppe eine möglicherweise unendliche An- 
zahl redueibeler m-fach berandeter Flächen, nämlich diejenigen 
der ersten Gruppe, und eine endliche Anzahl solcher Flächen- 
reihen, deren Elemente von höchstens noch m — 1 isomorphen 
Polygonen berandet werden. 

Indem man aber die obige Einteilung auf jede der letzt- 
genannten und jede neu resultierende unendliche Reihe an- 
wendet, schliefst man: 

Die Reihe der von m gegebenen Polygonen Р; berandeten 
Elementarflächen ist endlich d. h. sie enthält nur eine end- 
liche Anzahl irredueibeler, aus anderen durch Elementarerweite- 
rungen nicht ableitbarer, Flächen, wenn dieses von jeder zu 
m — 1 und einer kleineren Anzahl gegebener Randpolygone 
gehörigen Reihe von Elementarflächen gilt. 

Nach einem $ 15 gegebenen Beweise ist aber die Anzahl 
der von zwei Randpolygonen berandeten irreducibelen Ele- 
mentargürtel in der That stets endlich. — 

Also resultiert der Satz: 


Theorem 19. Zu einem auf der Oberfläche eines Polyeders 
An gezogenen Elementarnetze Nm gehört allemal nur eine end- 
liche Anzahl von irreducibelen elementaren Einschaltungsflächen. 

Mit diesem Satze tritt auch die am Schlusse des vorigen 
Paragraphen aufgestellte Behauptung in Evidenz. 


EA 
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$ 23. Das n-teilige Elementarnetz. 


Unter den Elementarnetzen eines allgemeinen Polyeders 
bieten diejenigen ein besonderes Interesse, deren Auftreten 
von dem speciellen Charakter desselben ganz unabhängig ist, 
welche also für alle allgemeinen Polyeder invariant sind. Die 
Existenz solcher Netze erhellt aus dem Satze: 

Theorem 20. Auf jedem allgemeinen Polyeder An bestimmen 
die n Grenzpolygone Cain ein n-teiliges Elementarnetz AN. 

Der Beweis für diese Behauptung liegt in der Möglich- 
keit der Konstruktionen zugehöriger Elementarerweiterungen. 
Es sollen hier nur zwei derselben näher studiert werden, 
welche einerseits durch ihren universellen und periodischen 
Charakter an sich schon interessant sind, andererseits für die 
späteren Betrachtungen von wesentlicher Bedeutung werden. 

Der erste einfachere Erweiterungsprocels I7, besteht darin, 
dafs alle 2n — 4 Ecken des Polyeders durch ebensoviele Drei- 
seite Zoe abgeschnitten, und darauf die Grenzflächen des 
resultierenden Körpers so stetig variiert werden, dals jedes 
Dreiseit («,+,), mit seinen drei Scheitelflächen und nur mit 
diesen zum Durchschnitt gelangt. Dadurch gehen die ein- 
geführten 2n — 4 Grenzdreiseite in ebensoviele Grenzsechs- 
seite über, während die Anzahl der Seiten eines Grenzpoly- 
gones («„_,>, welche durch die erste Einführung verdoppelt 
worden, sich wieder auf den ursprünglichen Wert reduziert. 

Man erkennt leicht, dafs das resultierende Polyeder Asn—4 
mindestens zwei einander ausschliefsende vollständige Systeme 
von Scheitelflächen besitzt. Das eine System wird von den n 
isolierten Flächen «а, (h=1,2,...,n) gebildet, und zwar 
in der Weise, dafs jede Fläche <an, ihre ursprünglichen m, 
Seitenflächen nunmehr zu Scheitelflächen hat. Das zweite 
möglicherweise selbst wieder zerfallende System umfalst die 
gesamten 2n — 4 neu eingeführten Sechsecke. 

Der zweite Erweiterungsprozefs II, *) ergiebt sich, wenn 


*) Die Figuren der zweiten Tafel veranschaulichen diejenigen vier 
Polyeder, die durch Anwendung der Prozesse II, und II, auf das Te- 
traeder und das Pentaeder entstehen. 
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man Зп — 6 Ebenen e, nach einander so in die Begrenzung 
von A, einführt, dafs jede neu hinzukommende Ebene e, von 
dem zuletzt erhaltenen Polyeder А, ұл: genau eine Kante 
| аа; «а, | von А, abschneidet, und wenn man darauf die 
eingeführten Grenzflächen durch passende stetige Variation 
der 4n — 6 Grenzebenen successive in Grenzsechsecke über- 
führt. — Die zunächst auftretende allgemeinste Form einer 
eingeführten Grenzfläche entsteht nämlich dadurch, dafs, mit 

«i, el eine Kante von A, und mit <a), (@„> die zu- 
gehörigen Scheitelflächen dieses Polyeders bezeichnet, die in 
dem Polyeder Ae die Kante | e, e | abschneidende Fläche 
<-> von den Abschneidungsflächen 


Linto), „зә, аа), лаз) 
der vier Kanten 
la, orl, Ter, © |, I, gel, | tn, gl 


und den vier Ebenen e, e, &, Ga in den Seiten eines Acht- 
eckes geschnitten wird. Dann ist es nach einem $ 5 ge- 
gebenen Satze stets möglich, die Flächen des Polyeders 44,6 
so stetig zu variieren, dafs die Flächen <an), Саз) längs 
der Kante | а, «лы |, die Flächen (e44, «ауу längs der 
Kante | &m, «ayı | zur Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden 
aber aus der Begrenzung der Fläche «ау die beiden Kanten 
| e, „ы | und | Qm, Gett | aus, und es geht dieselbe in ein 
Grenzsechseck über. Indem man nun dieses Verfahren an jeder 
der eingeführten 3n — 6 Flächen Са), so weit es nötig, 
durchführt, erhält man in diesen Flächen durchgängig Sechs- 
ecke, und in den ursprünglichen n Flächen o, genau so 
viele Seiten, wie sie als Grenzflächen von A, zählten. 

Bezeichnet man die Anzahl der Seitenflächen desjenigen 
Polyeders, welches nach m-maliger Wiederholung des Kon- 
structionsprozesses IZ, aus A, hervorgeht, mit nm, die ent- 
sprechende Zahl für den Prozefs Ј7, mit nm, so hat man zur 
Berechnung dieser beiden Zahlen die Formeln: 


1) Nn = Зп — 4, 
2) Na = Anm — 6. 


Aus denselben berechnet sich: 
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1) na = 3” - n — 2(8" — 1), 
2) na = 4". n — 2(4" — 1). 

Wechselt man in der Anwendung der Prozesse I, und 
П, ab, indem man erst m,-mal den Prozefs I1, , dann u,-mal 
den Prozels П„, darauf mmal П,, dann w,-mal П, an- 
wendet, u. s. w., so erkennt man leicht, dafs die Anzahl v der 
Seitenflächen des Endpolyeders A, unabhängig von der Reihen- 
folge der ausgeführten Operationen durch den Ausdruck ge- 
geben wird: 

v = 31. 4M. n — 2(3%.4M — 1), 


U= m, м= У u. 
i í 


Die Anzahl æ; der eingeschalteten Sechsecke beläuft sich hier- 
nach auf: 

Е а; = AN . AN In — 2). 
Die Unabhängigkeit des Endergebnisses von der Reihenfolge 
der Prozesse I7, und II, erstreckt sich aber nicht nur auf die 
vorstehenden Anzahlen, es gilt vielmehr der Satz: 

Unterwirft man ein Polyeder A, m-mal dem Prozesse II, 
und w-mal dem Prozesse II,, so ist das resultierende Endpolyeder 
von der Reihenfolge der m + u Prozesse durchaus unabhängig. 

Zum Beweise werde zunächst der einfachste Fall m == 1 
und ш = 1 vorausgesetzt, so ist zu zeigen, dafs das Polyeder 
I1,(17,(A,)) und das Polyeder II, (II, (4,)) einander isomorph 
sind. Dazu beachte man in beiden Fällen die Änderungen 
in dem gegenseitigen Zusammenhange einer Grenzfläche «о>, 
von A, zu ihren [ Seitenflächen 

Bid, (ÊD, .الم‎ DE 

Die Operation JI, macht eine solche Seitenfläche <В,» in 
eine Scheitelfläche von «а> mit der einzigen Scheitelkante s; 
und dadurch die n Grenzflächen von A, in die Flächen eines 
vollständigen Scheitelflächensystemes übergehen. Die darauf 
erfolgende Operation IT, ersetzt die /: Scheitelkanten 

en 


durch ebensoviele Sechsecke 
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dar (0226, <- -y <%—1%, би, 
so dafs irgend ein Sechseck (6), die Flächen «а> und <ß,> 
und ebenso die Flächen <6,_,) und «озу je einfach scheitelt. 
Die Flächen а>, ..., (e> zusammen mit den 3n — 6 Sechs- 
ecken (0,2, bestimmen mithin gleichfalls ein in sich ge- 
schlossenes System isolierter Scheitelflächen. 

Bei umgekehrter Reihenfolge der Operationen ersetzt der 
Prozefs IT, jede Seitenkante | Ze", CB | durch ein Sechseck 
«оу; in der Weise, dafs die Kanten | <о,у, «а> | und 
| <o), <> | gegenüberliegende Seiten des Sechseckes бу; 
werden. Die dann erfolgende Operation I7, ersetzt die letzten 
zwei Kanten durch zwei die Fläche <0,); mit Ce und <:> 
verbindende Scheitelkanten, die übrigen vier Kanten von <o,), 
durch vier nach weiteren vier Sechsecken (6), führende Scheitel- 
kanten. Es bestimmen dann die Flächen «>, ..., Хоу und 
die Зп — 6 Sechsecke (oD, wiederum ein in sich geschlossenes, 
dem im ersten Falle ermittelten vollkommen isomorphes System 
isolierter Scheitelflächen. 

Aus der hiermit bewiesenen Beziehung 


Il, (IZ, (А) isomorph I7,(11,(4A,)) 
folgt durch ihre wiederholte Anwendung die andere: 
(Т... (ПШ „(4„))...)) isom. TU „(А„))...)), 


wo die Anordnung tı, 45, -.-, би irgend eine Permutation 
der anderen i, %, ..., афи bezeichnet. Q. е. d. 

Dem Erweiterungsprozesse TI, eines Polyeders A, entspricht 
eine irreducibele, dem Prozesse II, eine redueibele Einschaltungs- 
fläche. 

Denn nimmt man — die erste Behauptung zu verifieieren 
— irgend eine hexagonoidische Einschaltungsfläche mit n den 
Grenzflächen «а; von А, isomorphen Randpolygonen (en, 
an, so kann eines ihrer Grenzsechsecke (cf), höchstens drei 
Randflächen <«;)„, seiten. Deshalb und weil die n Rand- 
flächen 6n — 12 Kanten zählen, mufs die Einschaltungsfläche 
sich mindestens aus 2n — 4 Grenzsechsecken zusammensetzen. 
Die aus dem Prozefs ЈТ, entspringende Erweiterungsfläche ist 
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daher diejenige, welche die kleinste Zahl von Sechsecken ent- 
hält, und als solche irredueibel. 

Vergleicht man nun die aus A, durch die Prozesse /7, 
und J, entstehenden Polyeder Asn—ı und Al, und scheidet 
aus ihnen nach Festsetzung einer bestimmten Reihenfolge 

СЭ <), s "En Уа, 
successive į entsprechende Flächen 
Ca), (as), ‘°°, <a) und Ze 2, (aD; °°°, Kai) 
mit ihren jedesmaligen Seitensechsecken aus, so kann man 
zeigen, dal in den zurückbleibenden Bestandteilen F; und F; 
der Polyeder Ah, — und Ae die aus einem Polygone (c> 
(k=i-h) und dessen Seitensechsecken zusammengesetste 
Fläche 5, einem Teile der aus dem entsprechenden Polygone 
«оху und dessen Seitensecksecken gebildeten Fläche 5; oder 
dieser selbst isomorph ist. — Zu dem Ende bezeichne man in 
A, die Seitenflächen eines Polygones (aD, in der einem be- 
stimmten Umlauf von («> zukommenden Folge durch 
(PD, <>, <), m IDE 
und demgemäfs die unter den ausgeschiedenen Flächen 
Zei, а), +, Ca) 
vorhandenen getrennten Folgen derselben durch: 
Pat), Фаз), y (Pa; «р, rd CPD; ° 
Wenn dann weiter in den Polyedern As, und Ar die 
Seitensechsecke der Flächen Со), und (a; Ym, in entsprechender 
Folge dargestellt werden durch 
Km KZ ek < und (Pi Des O dé" KM? H 
mit der Bestimmung, dafs einerseits «у>; und Фф, >, durch 
die Scheitelkante der Flächen (c> und <ф, > gehen, anderer- 
seits (р); gemeinsame Seitenfläche von ару und (p,”> ist, 
werden die unter den Grenzpolygonen der abgesonderten Be- 


standteile 
5ү, бу, Ый, др | 6; und iw Sy, KK, S” 


enthaltenen Seitenflächen von (а> und <a; > gegeben durch resp.: 
1) (a16: (Vas, ES. (Vas: (oD, CD BT Cl, e? э» 
2) WEN Фа), ПЕ. Ya) D <), «ну, АБ KI SE 
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Es bleiben mithin in den Flächen F; und EI als Seiten- 
flächen von «о> und «а> die Sechsecke: 


1) Ae , +3), rg <ф%—а% DH 
Cie Under °°°”, Ces 


2) «Фа , Су KOTE Hd , 
<Фн%› Olne: >) Cogs 


Aus diesen beiden Systemen ist aber unmittelbar ersichtlich, 
daf die aus ve und den Sechsecken des ersten Systemes 
zusammengesetzte Fläche Sx isomorph ist demjenigen Teile der 
aus («> und den Sechsecken des zweiten Systemes gebildeten 
Fläche 5”, welcher aus letzterer durch Weglassung der Sechs- 
еске (Wiig, «Ф106, °°° entsteht. 

Hieraus und weil die aus dem Polygone <и, > und dessen 
m, Seitensechsecken bestehende Fläche 8, der aus dem Poly- 
gone «а> und dessen m, Seitensechsecken zusammengesetzten 
Fläche 5,” isomorph ist, folgt aber, dafs die aus den n Be- 
standteilen 8; bestehende Oberfläche von As, — auf die durch 
die n Bestandteile 85,” gebildete Oberfläche von Ai, ab- 
gebildet werden kann, oder, was dasselbe, dafs die dem Prozesse 
II, zugehörige Einschaltungsfläche einem Teile der dem Pro- 
zesse Л, entsprechenden isomorph ist. 

Im Gegensatz zu dem Prozesse IZ, bewahrt der Prozess 
II, auch dann noch seine Anwendbarkeit, wenn statt eines 
allgemeinen ein singuläres Polyeder A, vorliegt. Es läfst 
sich nämlich das System der Æ Kanten eines solchen Körpers 
zufolge der Betrachtungen des $ 5 durch ein System eben- 
sovieler Grenzsechsecke abschneiden, von denen die eine m- 
kantige Ecke abschneidenden wiederum eine m-kantige Ecke 
bestimmen. Das Polyeder A, geht dadurch in ein Polyeder 
Аһ von gleicher Singularität über. Da die Kanten des 
letzteren sich zu je 2K sowohl auf die n Seiten der Randflächen 
(ain, der k-flächigen Einschaltungsfläche als auf die Kanten 
der Innenecken dieser Fläche verteilen, wird die entsprechende 
Wiederholung des Prozesses Л, den Körper A. in ein gleich- 
artig singuläres Polyeder 4,5 verwandeln. Eine m-malige 
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Anwendung des Prozesses Л, in der angegebenen Weise wird 
4" —1 
3 


daher ein Polyeder An mit nm = n + -k Grenzflächen 


"д 


ergeben. 


$ 24. Elementarinvarianten. 


Als Elementarinvarianten eines allgemeinen Polyeders A, 
werden alle diejenigen für dasselbe typischen Anzahlen und 
Eigenschaften bezeichnet, welche bei jeder an dem Polyeder 
vollzogenen Elementarumformung erhalten bleiben. 

Einen interessanten Fall einer solchen Invariante bietet 
die Charakteristik eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten- 
polygones, rücksichtlich welcher der Satz gilt: 

Zu jedem beliebigen sich selbst nicht durchsetzenden Kanten- 
polygone P(c, m) eines allgemeinen Polyeders A, giebt es auf 
-einem aus letzterem durch Elementarumformung abgeleiteten Po- 
Iyeder Bw ein analoges und der Charakteristik nach ihm gleiches 
Kantenpolygon P(c, m’). 

Da nämlich nach den Ausführungen des $ 21 die Charakte- 
ristik eines einfachen Kantenpolygones Р von A, durch die 
Einteilungsweise der nicht sechsseitigen ebenen Grenzflächen 
<а фи in zwei zu seinen beiden Seiten gelegene Gruppen 


А =н, dar ы dh, und 
A" = Ce Im’, (ag Im “°, Lag Im”, 
vollkommen und unzweideutig bestimmt ist, 
р D 
+= m — 6(р— 1) =X — 6(4 — 1), 
А==1 LE) 
erhellt die Richtigkeit des aufgestellten Satzes unmittelbar 


aus der Möglichkeit einer Trennung der p -+ q Grenzpolygone 
(BDn, von Bw in zwei entsprechende Gruppen 


= ФУ, «Ызы en «Вн, und 
B= ВУ, EE «ВУ, 


vermittelst eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten- 
polygones P(e, m’). 
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Um die Existenz eines solchen Polygones nachzuweisen, 
fasse man die von den p Grenzflächen 


<В,>, CBs), -.., <B> 


gruppenweise zusammen gesetzten einteiligen Flächen ins Auge, 
бү, бу, Б) Sa, 
und verwandele jede der unter denselben vorhandenen mehr- 
fach berandeten Flächen gemäfs der am Schlusse des vorigen 
Paragraphen angegebenen Methode mit Hülfe eines aus passend 
gewählten Kantenzügen bestehenden Querschnittsystemes in 
eine von nur noch einem, jeden Querschnitt zwar doppelt ent- 
haltenden, sich selbst aber nicht durchsetzenden Kanten- 
polygone berandete Fläche. Zufolge dieses Verfahrens zerfällt 
die Oberfläche des Polyeders By in u aus den p Polygonen 


Ф, dr eg Ad 


zusammengesetzte einfach berandete Bestandteile 8; und in 
eine aus den n — p = q Polygonen 


dÉ e EDs «В, 


sowie von einer gewissen Anzahl von Sechsecken gebildete 
w-fach berandete Fläche F,. Indem man aber letztere durch 
Verbindung ihrer u Randpolygone 


Kn „жел Di 


vermöge u — 1 in ihr verlaufender Kantenzüge wiederum in 
eine einfach berandete Fläche verwandelt, findet man in dem 
Randpolygone dieser ein gesuchtes Kantenpolygon. Q. e. d. 

In Anbetracht, dafs aus dem Systeme der nicht sechs- 
seitigen Grenzflächen «о, eines gegebenen allgemeinen Po- 
lyeders sich stets nur eine beschränkte Anzahl verschiedener 
Gruppen herausgreifen läfst und dafs zwei eine hexagonoidische 
Fläche berandende Polygone charakteristisch gleich sind, kann 
das erhaltene Resultat auch so formuliert werden: 

Theorem 21. Die Polygonensysteme aller aus einem ge- 
gebenen elementar ableitbaren Polyeder haben ein und dasselbe 
endliche Charakteristikensystem. 

Es drängt sich hier naturgemäfs die Frage auf, ob 
und unter welchen Bedingungen die durch den Satz mitaus- 
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gesprochene Elementarinvarianz eines Kantenpolygones der 
Charakteristik О sich auch auf dessen etwaigen elementaren 
Charakter erstreckt. 

Die Untersuchung auf den einfachsten vorkommenden Fall 
der Einschaltung bzw. Ausscheidung eines Elementargürtels 
beschränkend, nehme man auf dem Polyeder A, zwei einander 
zweimal durchsetzende Elementarpolygone an: 


P(0, 2m) = 28 + 26 + 26 + 26, 
P(0, 2m) = Zu + 2, + Zi + Zu. 
Nach Einschaltung eines von zwei mit Р(0, 2m,) isomorphen 


Polygonen berandeten Elementargürtels (7 verbinde man auf 
dem resultierenden Polyeder A, die Eckenpaare 


Pa, Pg und pi, Pa 
durch zwei dem Gürtel zugehörige Kantenzüge 
Z% ond | Zu. 
Dann sind die Bedingungen festzustellen, unter welchen das 
neu entstehende Kantenpolygon 
P= Z + Zh + Z + 28 
wiederum ein Elementarpolygon ist. 

Der gemeinsamen Natur der das Polygon $ zusammen- 
setzenden vier Kantenzüge entsprechend macht die Lösung der 
Aufgabe vorerst das nähere Studium des Systemes der zu 
einem gegebenen Kantenzuge eines Elementarhexagonoides Н, 
isomorphen Kantenzüge desselben erforderlich. 

Es seien auf einem Hexagonoide H, zwei beliebige, aber 
feste Ecken p und q durch irgend zwei Kantenzüge Z} und 

p verbunden. Dieselben werden im allgemeinen durch о 
getrennte und ø zusammenfallende Paare von Teilzügen о ge- 
schlossene Polygone bestimmen, 

= 1, 2,8,..., 6=0— 1, 0, 0+1. 

Da jedes hierbei auftretende Polygon entweder die Charakte- 
ristik с = 0 oder die andere с = 6 hat, also stets eine gerade 
Charakteristik besitzt, wird es auch allemal eine gerade Zahl 
von Kanten aufweisen. Dann aber fällt auf jeden der beiden 
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dasselbe bildenden Teilzüge entweder eine gerade oder eine 
ungerade Anzahl. Die beiden Kantenzüge Z} und Z} werden 
mithin unter ihren getrennt verlaufenden Paaren von Teil- 
zügen je eine gleiche Anzahl paarer und je eine gleiche An- 
zahl unpaarer Züge enthalten, und folglich werden sie über- 
haupt entweder beide eine gerade oder beide eine ungerade 
Zahl von Kanten besitzen. Also: 

Alle dieselben zwei Ecken eines Elementarhexagonoides H, 
verbindenden Kantenzüge enthalten entweder je eine gerade oder 
je eine ungerade Anzahl von Kanten. 

Zufolge dieses Satzes scheiden sich die Ecken eines Hexa- 
gonoides H, in zwei vollkommen gesonderte Gruppen, der Art, 
dals je zwei Ecken aus ein und derselben Gruppe durch 
Kantenzüge mit gerader, jede Ecke der einen mit jeder Ecke 
der anderen Gruppe dagegen durch Kantenzüge mit ungerader 
Kantenanzahl verbunden werden. 

Für ein Hexagonoid H, mit den isomorphen durch Ele- 
mentarstreifen getrennten Polygonen 

Р (Од == о, И, 0, ТАЗ У de, 

Р, (0, 2m) а, b,, ds, b, s.. Any Le 

PO DST, Di Gb are ie 004, 
wo die zu der Kante |a,, Û, | gehörigen rechts- und links- 
seitigen Gegenkantenfolgen gegeben werden durch resp. 

a, b ’ а, В, Ма: аһ, б | 
und 
KS ма, 0, DH а, b, , a, Bl 

wird die eine Gruppe durch alle Ecken a, die andere durch alle 
Ecken b dargestellt. 

Ebenso wird auf einem Hexagonoide H, mit den iso- 

morphen durch Elementarstreifen getrennten Polygonen 

Р, (0, 2т) == СТ bi, WG а, bp, "аы, ы, 37 'ам, "Da 
Р, (0, 2m) = A, b,, . Qp, bp, +1, ы, +, Am; bu, 
Py (0, 2m) = а, ,,.., ау, by, аы, bitis- ам, bn, 
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wo zu den mittleren Kanten 
| bm, @ | und |b, аы | 


der beiden dreikantigen ebenen Züge des Polygones P, (0, 2m) 
resp. die links- und rechtsseitigen Gegenkantenfolgen gehören 
| bn; а, |, |1, 9 |, ..., } „л, Gel, | bp, аы |» 

| bp, WI |, | Бн, йун |, “03 | bmi, Am |, | Pn, a |, 
die eine Gruppe von den Ecken a, die andere von den Ecken b 
gebildet. 

Was nun die Verteilung eines auf einem Elementar- 
hexagonoide gegebenen Systemes isomorpher Kantenzüge an- 
langt, so regelt sich dieselbe nach folgendem Gesetze: 

*) Auf einem Elementarhexagonoide werden alle einem 
gegebenen Kantenzuge 


..., 00, БЮ, a, 
isomorphen Kantenzüge, 
1) wenn das Hexagonoid ein Polygon Р, (0, 2m) enthält, 
gegeben durch 
a, OP, ..., аю, beim, ..., 


DEET 


2) wenn das Hexagonoid ein Polygon Р,(0, 2m) besitzt, 
dargestellt durch 
ae ep ОН), O ri, „.., 


wo p und q irgend zwei positive oder negative ganze Zahlen 
bezeichnen, und wo in der Reihe 


a We fakt ey TIET TEE 
jeder dem absoluten Betrage nach die Zahl m übersteigende 
Index durch seinen Rest nach m zu ersetzen ist. 
Vermöge dieses Satzes gelangt man unter Annahme eines 
Elementarhexagonoides erster Art 


*) Der Satz tritt unmittelbar in Evidenz, wenn man von dem ge- 
gebenen Kantenzuge zunächst zu einem anderen übergeht, bei welchem 
die oberen bzw. unteren Indices seiner Ecken um die positive oder 
negative Einheit verändert sind, und dann von diesem Zuge in analoger 
Weise fortschreitet. 
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1. aus jedem Verbindungszuge 
Рао dere رة‎ 40) 
zweier gleichartigen Ecken 
a und a» 


mittelst sechs Paaren isomorpher und gleichgerichteter zwei- 
kantiger Züge 


1) am, ,يق‎ а@— und oi, BA, ,يه‎ 
2) ad, Be, Bu and Ыйса; a 
8) a, BA, aP, und ар, H. ар, 
4 em. dt und d d, 
5) ap, DN, éi, und aM, 00, оф, 
6) a0, Did, obt und oi, DÉI, aft — 


П. aus jedem Verbindungszuge 
а, under ern dr, DP 
zweier ungleichartigen Ecken 
a und 00 


mittelst sechs Paaren isomorpher und ungleich gerichteter 
zweikantiger Züge 


1) a, 809—0, gen und 6®, ën, 60—20, 
2) am, Hen, aut und BP, oi, DED, 
3) an, Di, , ot, und bW, aM, bW, 
4) am, 00, opt und 60, aft, BHD, 
5) 00,50, af, und BP, a, BA 
6) a, bo, а0+0 und 50, at, Win тр 


zu je einem dem gegebenen äquivalenten Eckenpaare. 
Auf einem Elementarhexagonoide zweiter Art gelangt man 
I. aus jedem zwei gleichartige Ecken 


a und oi e 
Н 
verbindenden Kantenzuge 
aP, м, deso r, б? 
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Т für i<p und k<p 
mittelst der beiden Paare isomorpher und gleichgerichteter 
zweikantiger Züge 


a) a, Ben, aen und am, ben, 000, 
b) an, 0, oi und аў), Ri, арно — 
2) für i<p und k>p+1 


mittelst der beiden Paare isomorpher und gleichgerichteter 
zweikantiger Züge 


а 1 E 3 A 2—1 

a) a Я b~ a D und а pi 2А a Le 
2 7 d ^+ ht 

b) a, 00 aD und am, pe 0, аб) 


II. aus jedem zwei ungleichartige Ecken 
a und 00% 
verbindenden Kantenzuge 
ai, м, Ae Aen WI 
1) für i<p und k<p 
durch die beiden Paare isomorpher und ungleichgerichteter 
zweikantiger Züge 


a) a, 60-0, dad und DÉI, ао, 50-0, 
b) an, 60, aft und 00, ago, Wain — 
2) für #Zp und k>p+1 


durch die beiden Paare isomorpher und ungleichgerichteter 
zweikantiger Züge 


a) 00), 60-0, а0—0 und 00, af, Bic, 
b) a0, 60, apt und DW, am, 6090 — 


zu je einem dem gegebenen äquivalenten Eckenpaare. 
Nunmehr zur ursprünglichen Aufgabe zurückkehrend fasse 

man auf dem aus A, durch die Einschaltung des Gürtels @ 

abgeleiteten Polyeder Ay das aus den vier Kantenzügen 


АИТ 
ZR = р, 11, з, +++) Хв, Ps, 
ZU = Ps Yos 05, ۰.<, Diy, Pu, 
Zh = Pas й› dr +++) Aen Pi 
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zusammengesetzte Polygon $ auf und vergleiche dasselbe mit 
zwei auf den Elementarhexagonoiden Н, und H,” der Polygone 
P(0,2m,) und Р(0, 2m,) gezogenen Elementarpolygonen 

Р ar, 

P=... + 2... 20 Les, 

Da zwei in einer Ecke a einer allgemeinen polyedrischen 
Fläche zusammenstofsende Kanten |a, а, | und |a, a, | in Bezug 
auf die dritte Kante |a,, a| unzweideutig als deren rechts- 
und linksseitige Nachbarkanten unterschieden werden, so sind 
auch auf dem Hexagonoide Н, die den vier Kanten 


Ip, t H | Ps, kl, | Ps, y |; | Pu, HI 
entsprechenden Kanten 
| DN ty |, | р, t p | Ps’, Y |, | р, y | 
eindeutig fixiert. 

Hieraus aber und aus den obigen Betrachtungen ergiebt 
sich folgendes Verfahren, den fraglichen Charakter des Poly- 
gones ® festzustellen: 

Man bestimme 

1) auf dem Hexagonoide Hy zu den Eckenpaaren 

Pis P und р, р, 
2) auf dem Hexagonoide H,” zu den Eckenpaaren 
Pi”, Pe” und WAR 
die zwei oder sechs nächstliegenden entsprechenden Eckenpaare 

1) 4,4% und Qs, qs, 

2) qı Qs” und qs”, q”. 

Wenn dann unter denselben solche vier Paare existieren, 
dafs die auf Hy aus den vier Kanten 

| ty, EN А | t, DN |, | D. р А EN Pl 
nach den vier Ecken 
e 4; @, 4, % 
führenden vier dreikantigen Züge 
e DN U, 4, ti, DN т, ГАА 
Yis Psy їз, 9, у, ру Tas 0 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 13 
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isomorph und gleichgerichtet sind den auf H,” aus den vier 
Kanten 
| ty, p” |, | tG p” l | y p” E бй”, p” | 
nach den vier Ecken 
9 97 6 4" 
führenden vier dreikantigen Zügen 
KE: BW: 81, Ar к, р”, CN Lie 
01", р", 85, e, 01", ри", 84, @ › 
so ist das Polygon P in der That ein Elementarpolygon. 
Denn in diesem und nur in diesem Falle bestimmen die 
vier Züge 
Zur, Zur, 20, Zu 
mit resp. den ihnen isomorphen Zügen 
Ze, Zu, Zee, ZU 
und den aus den 4.2 Ecken 
р, Pai Pas Ps; Pr Pa; Par Pi 
nach den 4.2 entsprechenden Ecken 
i, e; Aas 5 В 475 0 
gezogenen vier Paaren zweikantiger Züge vier einfach beran- 
dete Flächen 
81,8, 83.3, 83.4, 8,1, 
welche durch passende ihre Gestalten nicht ändernde stetige 
Variationen zu einem von zwei mit $ isomorphen Poly- 
gonen berandeten Elementargürtel zusammengeschlossen werden 
können. 
Zur näheren Erläuterung des Vorstehenden diene das Ver- 
halten der Elementarpolygone eines durch die Beziehungen 


KKK 4 «а, СЭЛТ ЕССЭЯ ‚ «еу Ka 


definierten Tetragonhexaeders A,, welches um einen Elementar- 
gürtel erweitert wird. Man schalte erstens längs dem die“ 
Bestandteile 


8, = (a), (ad, (a, und Sg = cap), (D4, Хаа 
trennenden Elementarpolygone P(0, 6) den Gürtel ein 
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G= Ca, ж, «6, <, 
so zwar, dafs dessen Flächen mit denjenigen von S, und 8, 
die drei Eckenpaare bestimmen 
(& 6, а), (а, в, а); (&, “i, в), (а, «ү, в); 
(03, «у, а), (а, 9, Geh 
Hierdurch zerfällt das zu A, gehörige Elementarpolygon 
Р, (0,6) == | а, в |, |а, а |, |, а, |, |а, «|, |, 96|, | “a | 
in die isolierten Teile 
| “a, ау |, |а, |, I, |, I, | und |as а |, | u, asl. 
Letztere werden aber durch resp. die Züge 
EN el, | а, а | und | а, а |, 1а, & | 
zu einem neuen Elementarpolygone Р, (0, 10) verbunden, 
Р,(0, 10) == | о, æy |, | аз, % |, Га, е |, | а,в, |, 1а a | 
Га о |, а, |, Ге, а |, Го, а, |, [а е |. 
Die nämliche Einschaltung spaltet das auf A, gelegene Ele- 
mentarpolygon 
Р,(0, 8) = | «,, el, 14, а |, 19, а |, 1, | 
Га, о, |, | &, gei, Га, gel, lex, el 
in die isolierten Teile 
| as, аз |, |, в, |, lo, |, | а, 9. |, | ,ده‎ а | 
und 
la, gel: I, 9 |, Io, ву | . 
Diese aber werden durch die Züge 
| ау, в |, Га, gel und |æ’, æ |, le, а | 
wieder zu einem Elementarpolygone Р, (0, 12) vereinigt, 
Р,(0, 12)== | а, ау |, |а, а |, la, |, | а,в |, | а,в; |, 
[а а |, [а & |, | @, в» |, | وی‎ as |, |а, ge |, 
| ar, «e |, 1a, ау | 
Man schalte zweitens längs dem die Bestandteile 
5, = «ау», «а, е5) und 5, = (agg, ad, (а), 


trennenden Elementarpolygone 
18* 
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Р,(0, 8) = | as, gl, 1а, |, а, |, 1а, |. 
| ®, gel, 19, 6а 1, 1, as |, |, « | 
die Sechsecke ein: 
(age |: ënn Zënn (sD, (sa, Gë «а 
<® % | © Cedas (Da, (Das (Das (ën ëss 
so dafs in dem entstehenden sechskantigen Prisma die Bestand- 
teile S,, S, nur noch die Kanten | «y, а, | und le, « | ge- 
mein haben. 
Durch diesen Prozefs wird das zu A, gehörige Elementar- 


polygon 
Р(0,6) = |а, в |, | о, gel, |, |, 
Га, а, |, |%, |, |as, æ | 
zwar in die isolierten Teile geschieden, 


Газ, gel, |@, @ |, Га, @ |, |, | 
und 


Газ, а |, las а |, 
aus diesen aber durch die Verbindungszüge 
| ds, а |, Га, a| und I, as |, |as, «1 
ein neues Elementarpolygon P,(0, 10) hergestellt, 
P,(0, 10) = | aa, @ |, |а, gl, |æ, as |, lars 9%], |9, 9, 
[аз, “sl, Га, “|, [6 & |, Je, æl, |а, «|. 
Dieselbe Einschaltung zerlegt das auf A, vorhandene Ele- 
mentarpolygon 
Р,(0,8)== le, аз |, 19, « |, 1а, |, [а 9 |, 
Га, gel, Га, eck Ге, gel, 1а, gl 
in die beiden isolierten Teile 
lass в |, е, @ |, I, @ |, Га, в, |, | ,و‎ a | 
und 
I, gel, |@,в |, Га, @|. 


Durch die Einfügung der Kantenzüge 

| ®, pel, Га | und |as, |, | و«‎ æ l 
erhält man aus ihnen ein Polygon der Charakteristik 0, 
nämlich: 
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Р(0,12)== |а, gel, |9, а |, a, |, Га, 6 |, Га, @ |, 
, , , i 
|в&,ау|, Го |, |as a|, lasas |, [оа a| 
, 
Га, “e |, | ao, « |. 
Indem man aber durch Umgehung des Sechseckes (a,'); 
statt des Kantenzuges 
Je, el, las, aal, 1а, @ |, |, ایت‎ 
den anderen einführt 
la, “sl, |а, @ |, 
gelangt man zu dem benachbarten Elementarpolygon 
P,(0, 10) == | 9, «gl, | «e, в |, [е |, Fes; «s |, |, а |, 
Je, @ |; | @, оз |, | aas |, |, |, | e Ge |. 
Es mag noch eine hierher gehörige allen allgemeinen 


convexen Polyedern gemeinsame Eigenschaft hervorgehoben 
werden. Dieselbe wird ausgesprochen durch den Satz: 

Theorem 22. Auf jedem allgemeinen convexen Polyeder giebt 
es mindestens ein sich selbst nicht durchsetzendes Kantenpolygon 
der Charakteristik О. 

Zufolge der am Eingange des Paragraphen dargelegten 
Möglichkeit, ein auf einem allgemeinen Polyeder gegebenes 
System ebener Grenzpolygone durch ein einfaches Kanten- 
polygon zu umschliefsen, ist der Beweis des Satzes erbracht, 
wenn auf jedem solchen Polyeder eine Gruppe von Grenz- 
flächen nachgewiesen wird, wie etwa 


a Aen, Lkm +++ аһ, 
für welche die Anzahlen > und m; der Relation genügen: 
1) т, + m +. 4 m, = 6 (r — 1). 
Gemäfs der іп $ 2 für die Anzahlen «,, x, und 2, der 


drei-, vier- und fünfseitigen Grenzpolygone eines allgemeinen 
Polyeders abgeleiteten Bedingung 
2) 3, + 22, + 2 >12 
kommen aber unter dessen ebenen Grenzflächen allemal 
1) entweder mindestens zwei Dreiecke, 
2) oder mindestens drei Vierecke, 
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3) oder mindestens sechs Fünfecke, 
4) oder mindestens 
a) ein Dreieck, ein Viereck und ein Fünfeck, 
b) ein Viereck und vier Fünfecke, 
c) ein Dreieck und drei Fünfecke, 
d) zwei Vierecke und zwei Fünfecke vor. 
Die Substitution der jedem dieser sieben Flächensysteme ent- 
sprechenden Werte 
ER у э: CR 
in die Bedingungsgleichung (1) zeigt nun, dafs dieselbe in 
allen sieben Fällen befriedigt wird, und sie beweist daher die 
Richtigkeit des aufgestellten Satzes. 


Vierter Abschnitt. 


Die Lösungen der charakteristischen Gleichung und ihre 
geometrischen Constructionen. 


$ 25. Formulierung der Aufgabe. 
Nach den Definitionen und Ausführungen der $$ 11, 14 
und 21 hat man folgende Einteilung der allgemeinen Polyeder: 
1) Alle Polyeder, für welche der Ausdruck 
8 +2, +, — 12 
und folglich auch der Ausdruck 
а + 22% 43% + 


ein und denselben Wert m besitzt, konstituieren den Bereich Bn. 
2) Alle Polyeder, welchen bezüglich der Bereichsgleichungen 
3, +2, +, — 12 = m = а +2, +3, +: 
ein und dasselbe Lösungssystem entspricht, bilden einen zu dem 
Bereiche Bm gehörigen Stamm Sn. 
3) Alle Polyeder, welche aus einem irreducibelen Polyeder 
des Stammes Zm, einem sogenannten Stammpolyeder, durch 


Elementarerweiterungen abgeleitet werden, bestimmen eine zu 
dem Stamme gehörige Familie. 
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An diese Einteilung knüpfen sich naturgemäfs die Fragen: 

1) Welche positiven ganzen Zahlen m definieren einen 
Polyederbereich Б„? 

2) Welche Lösungssysteme der Bereichsgleichungen 

За +2, +, — 12 = m = t +2, SET +: 
bestimmen Polyederstämme £n? 

3) Welche Stammpolyeder bezw. Familien gehören zu 
einem Stamme £n? 

Die Beantwortung dieser drei Fragen bildet den Gegen- 
stand der folgenden Paragraphen. 


$ 26. Die Existenz des Polyederbereiches B, . 


Was die erste Frage anlangt, so giebt eine einfache Über- 
legung den gewünschten Aufschlufs.. Man betrachte ein Po- 
Іуедег des Bereiches B,, etwa ein Tetragonhexaeder 


Ag = (Dg, <=, (D4, ad, Kari, (Ada 
mit den drei Gegenflächenpaaren 
Zeus Lë (ës Zë? Gëss (dar 
und auf demselben ein Elementarpolygon, etwa 
P= |as, a |, |9, “|, |%®, „|, 19 |, | د‎ 9), |5, |۰ 
Zwischen die durch P getrennten Bestandteile 
5, = (о, (D4, а), und 5, = Laaa, ad, Фу, 
schalte man den Gürtel ein: 
Las Dos Vë ien 6, 
Ze De, (Ds, <%® dor 
Kay Aen Ces Des а", 


«©», CDs, Cafes 


m >1 + El 
wo sowohl die Flächen 
(Du, <ак», Че %›... 
(k= 1, 2, 8) 
als auch die Flächen 
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CDI Lar Yos Cell, єз 
(1 = 4, 5, 6) 
eine Reihe aufeinander folgender einfacher Scheitelflächen be- 
stimmen. Kappt man hierauf von dem dadurch erhaltenen 
(3, + 6)-Hach A, der Reihe nach die m Kanten 
ву, в, |, | genge |, | ву, а" |, 1 a, o l эй, ec 
mittelst ebensovieler ebener Schnitte 


Bd Bodas Bodar Bodo <В, +++ 
so erhält man successive m Polyeder 
Аы, Ants, un Ани 
aus resp. den Bereichen 
Bi Basen Des 

Denn da von den Grenzflächen des Polyeders Anp, infolge 
des Schnittes (,+1), nur ein Grenzvierseit, nämlich <ß,),, in 
ein Grenzfünfseit (ß,),, ein Scheitelsechseck von <>, aber in 
ein Siebeneck übergeht, während alle übrigen ihre Formen 
bewahren, во läfst jeder neue Schnitt (ß,+1>, die Anzahl der 
Grenzdrei- und Grenzvierseite constant und vermehrt nur das 
System der Grenzfünfseite um eine Fläche <ß,),. Demgemäls 
gilt für das Polyeder Ann: 

®=—=0, us 6, =m 
und folglich, wie behauptet: 

Зх, +22, +, — 12 = т. 
Man hat also den Satz: 


Theorem 23. Jeder positiven gangen Zahl m, einschliefslich 
der Null, entspricht ein Bereich Bm allgemeiner Polyeder. 


$ 27. Die Polyederstämme des Bereiches B,. 


Die allgemeine Beantwortung der zweiten Frage macht 
zunächst ihre Erledigung in Bezug auf den Bereich B, 
wünschenswert. Die Polyeder dieses Bereiches sind an die 
Relationen gebunden: 
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3, +22, +, — 12 = 0, 
nenne, 
und diese besitzen folgende in Frage kommende Lösungen: 
I r =4, =0, 2; = 0, 
1.33, =1, g= 1, M. д8, 2-0 Zoe 


IV. ود‎ = 2, 2,= 8, = 0, V. q = 2, y= 2, کون‎ 
3 4 3 


ҮІ. а=, n=l, х= 4, V җ==2,х,==0, ge б, 
ҮШ. д=1, 21=4, == 1, ІХ. n=l r=, == 3, 
X. a =1, 2, 3-5 Xgl Zsal, gml 1, 


ХП. z, =1, Zus, 2 = 9, 
ХШ. = 0, = 6, җ == 0, XIV. л,==0, q = 5, m= 2, 
XV. z= 0, q= 4, q= 4, XVI. === 0, n= 3, 2%== 6, 
ХҮП. ss 2,==2, = 8, ХҮШ. 2 =0; 2= 1, 2= 10, 
XIX, n == 0, Zi ses 0, а= 12. 
Diese 19 Lösungen sondern sich in drei Gruppen: 
1) in Lösungen, welche schon an sich d. h. unter der 
Annahme 2, == 0 ein oder mehrere Polyeder definieren, 
2) in Lösungen, welche nur unter der Annahme 2, > 0 
zur Bestimmung eines Polyeders hinreichen, 
3) in Lösungen, denen überhaupt kein Polyeder entspricht. 
Um die den beiden ersten Gruppen zugehörigen Typen 
besser übersehen zu können, gewährt die nominelle Unter- 
scheidung zweier besonders häufiger Polyederformen ein passen- 
des Mittel. 
Es soll ein (n + 2)-flach Arps, welches definiert wird 
durch die Beziehungen 


(en) Llan : Can Bada ***, Ba 
oder durch 
СЭЭ; СЭЛ 
als ein n-kantiges einfaches Prisma I7,', 


ein (2n + 2)-flach Аъ, з, welches bestimmt wird durch 
die Beziehungen 


www.rcin.org.pl 


202 Vierter Abschnitt. 


: <В», Beds» <<, <В, 
H DAC CH СЭС 


1: в +3 (Pads 
><.» Basr +- -y ©Йа% 
als ein Prismatoid IJ,’ bezeichnet werden. 

Durch die Lösungen der ersten Gruppe werden definiert: 
durch I ein Tetraeder, 
durch IV, ХШ, XIV resp. die Prismen П,, Il, Hy, 
durch VII, XVII, XIX resp. die Prismatoide Л,”, П,, D, 
durch V und IX ein 6-flach und ein 7-flach, 

welche aus den Prismen Л, und Л, resp. durch das 
Kappen je einer Ecke entstehen, 
durch XV und XVI ein 8-flach und ein 9-fach, 

welche aus dem Prismatoide IZ,” durch Ausscheidung seiner 
beiden bezw. nur des einen Grenzviereckes hervorgehen. 

Im Gegensatze zu den vorstehenden elf Lösungen sind die 
übrigen acht an und für sich nicht konstruierbar. 

Aus der Bemerkung, dafs ein Polyeder mit einem m- 
seitigen Grenzpolygone mindestens m + 1 Seitenflächen zählt, 
folgt zunächst, dafs die Lösung II, nämlich 
= 3, „el, &==1 


СЭД 


СЭД 


weder unter der > æ = 0 noch unter der Annahme 
2; = 1 ein Polyeder definiert. 
Ebensowenig kann die Lösung III, nämlich 
= 3, ëss = 3, 
an und für sich ein allgemeines Polyeder bestimmen, da auf 
einem solchen eine Ecke 


Ha KN 
unmöglich ist. 
Beide Lösungen werden erst dadurch konstruierbar, dals 


man resp. 2; = 3 und 7, = 1 annimmt. Man erhält dann 
ein der Lösung III zugehöriges 7-flach aus einem Tetraeder 


А, = (Dg, Gëss <@%, (ads 
durch das Kappen dreier Ecken 


Io: Qas gl, (ës 9, о), (а, а, а) 
mittelst dreier Schnitte 
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CO <„», <%%, 


ein der Lösung П entsprechendes 8-flach aber aus dem 7-flach 
durch das Kappen einer Ecke 


Lech, (Ds, Ча). 
Eine directe Konstruetion der Lösung 
VD a =2, 2= 1, 2 = 4 
verstöfst gegen die Konstruktionen zu I, IV und V. Dagegen 
erhält man unter der Annahme x, == 1 ein zugehöriges 8-flach, 
indem man von einem Tetragonhexaeder A, zwei Gegenecken 
(®, ge, ag) und (а, «5, %) 
einer Fläche <«,), abschneidet. 
Eine Konstruktion der Lösung 
УШ) 4 =1, 2= 4, a, == 1 
ist sowohl an sich als im Falle 2, = 1 mit derjenigen der 
Lösung IV unvereinbar. Es Wird eine solche erst mit der 
Annahme 2; = 2 und zwar dadurch ausführbar, dafs von einem 
der Lösung IX entsprechenden 7-flach eine Ecke 
(а>, Coins (%5) 
abgeschnitten wird. 
Mit Bezug auf die Lösung 
X) ж=—=1, =2, 2, = 5 
erkennt man, dafs im Falle 2, = 0 die Existenz einer Kon- 
struktion durch die für die Lösungen IV, V, VII, IX ge- 
gebenen Darstellungen illusorisch gemacht wird. Nimmt man 
jedoch 2, = 1 an, so kann aus dem zu III konstruierten 7-flach 
durch das Abschneiden einer Kante (ee, Ce) mittelst 
einer Fläche <æ), und durch das weitere Abschneiden der 
Kante (Cae, (eg>,) mittelst eines Schnittes Соу), ein bezüg- 
liches 9-flach abgeleitet werden. 
Eine Konstruktion der Lösung 
XD == 1, el, gess? 
steht in dem Falle x, = 0 mit den Konstruktionen zu V und 
VII, im Falle 2; = 1 mit gewissen leicht zu ermittelnden 
Konstruktionen der Lösungen 
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a) و‎ =2, =2, 5-2 n=l, 
b) =2, „el, ==4, n=l, 
с) %==0, = 2, &==8, nel, 


sowie mit der angegebenen Konstruktion der Lösung 

d) sel, д5, 5-4 &==1, 

als schliefslich auch mit der Konstruktion des Prismatoides I7,” 
im Widerspruch. 

Wird aber 2, = 2 vorausgesetzt, dann genügt es, von 
einem Prismatoid 77,” eine Ecke (Cas, <a, Ce abzu- 
schneiden, um ein Polyeder der verlangten Art zu erhalten. 

Dafs die Lösung 

ХП) gees 20, %=9I 
für die Annahme 7, = 0 kein Polyeder definiert, folgt aus 
der Konstruktion zu VII. Desgleichen sind einerseits im Falle 
û, == 1 schon durch das Sechseck, das Dreieck und sechs Fünf- 
ecke ein Zehnflach, andererseits im Falle 2; = 2 entweder 
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und fünf Fünfecke je 
nach deren Zusammensetzung zwei allomorphe Zehnflache, oder 
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und vier Fünfecke 
ein Neunflach bestimmt. Im Falle x, == 3 findet man ein zu- 
gehöriges Polyeder durch das Kappen irgend einer Ecke eines 
Pentagondodekaeders I7. . 
Eine Konstruktion der Lösung ХУШ endlich, 
ХҮШ) %=—=0, sel, 10, 
streitet unter der Annahme x, = 0 wider die Konstruktion des 
Prismatoides I7,”, unter der Annahme x, == 1 aber einerseits 
wider die Konstruktion des Prismatoides JL", andererseits 
wider diejenige Konstruktion der Lösung 
gx ss 0, =2, =8, ت‎ = 1, 
welche definiert wird durch die Beziehungen: 
SE | Cadas | <, | а), Lë: 1 <), | в, 
у ECHT ><, Уу), У (0): 
Für die Annahme z, = 2 kann ein zugehöriges Polyeder dureh 
das Kappen irgend einer Kante eines Pentagondodekaeders 
erhalten werden. 
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Da nach vorstehenden Konstruktionen die beiden ersten 
Gruppen alle 19 Lösungen umfassen, kann man den Satz aus- 
sprechen: 


Theorem 24. Jedes positive ganzzahlige Lösungssystem der 
Gleichung 
За +2, +, — 12 = 0 


definiert einen Stamm allgemeiner Polyeder. 


$ 28. Die Polyederstimme des Bereiches Б. 
Bei der Diskussion der Frage, welche den Bereichs- 
gleichungen 
За +2, +, — 12 = m= r, +2, +3, H km: mre 
genügende positive und ganzzahlige Wertesysteme 
23) 24) 25) Bay ёз, +++) Amts 
Stämme allgemeiner Polyeder definieren, werden zweckmälsig 
drei Arten von Lösungen unterschieden: 
I. Lösungen der Form 
3=0, 4=0, 2 = 12 + т, 450, 5 50, ..., 
П. Lösungen der Form 
2 =0, 420, 5 20, д.50, 3>0,..., 
ПІ. Lösungen der Form 
520, 450, 450, 450, 450,- 
In dem Falle einer Lösung erster Art 
4 =0, 2,= 0, ëss Lë + т, >0, 3>0,..,#>0, 
2а == Brp = == وو‎ = 0 
bilde man vermittelst der Hilfsgrölsen 
m =a tat- tn ments FE +2. 
een ti, Me = 2, 
folgende Kette gleichartiger Lösungen: 
1) 4 == 12 +m, 4 =m, A =} = => 0), 
2) 2g = By + Mg, R = h, EN = M, 
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m D m m m 
3) 2 zë tm, fr = 2r, Zg = fg, бу = Mg, 
m m „ 
Zo rs fu rz Su =0, 
r— T) 207—0 7—9 La Senge 887—0 ën 


vn 


ey =M 807—7) == 0), 
r— 6) aO SNCH тв, SH р, SN H = 
1... 607—0 а д, 


Um alsdann ein der ersten Lösung entsprechendes Po- 
lyeder А, zu bestimmen, gehe man aus von dem Pentagon- 


dodekaeder 
<a) 1: Bids» Bads «Ва, Bss <В, 
Se Im <)», ©<Уз%› Voss «5 
<a) |: Pss Ф) ©<У4%› Ф», 
#5 Уус», «Ва, <В, Ва», <В», 
wo je zwei gleich indieierte Flächen 82, «у Gegenflächen 
bezeichnen. Dasselbe besitzt in dem zehnkantigen Polygone 
| Bis Pal, Pu, Ba lo I Ва, Ys 1, Тув В 1, | Bs, 71l 
In, Bl, | Bu sl, l Yes В |, 18, 7s › 1 7з» В| 


ein Elementarpolygon Р, (0, 10), dessen einziger irredueibeler 
Elementargürtel 


G= Ca Yay Slr Yay Cs De, У <® % 
durch die Bestimmung charakterisiert ist, dafs je zwei Flächen 
(ai1, und Саца), durch gegenüberliegende Seiten der Fläche 
(a>, gehen. Eine längs dieses Elementarpolygones P,(0, 10) 
erfolgende Einschaltung eines aus 1 + EA = 1 4+ m solchen 
Elementarstreifen bestehenden Gürtels wird das 12-flach 11,” 
in ein Polyeder А, überführen: 
Aw = «а» 1: <В, Ds, < Ds, CPs %› <В, %› Bo D5: 
Co Des «а Ds аз Des «а Des 5 Dos 
Ce Yos Kay dar Kay dar © Des (a Des 
te, tm), Celia äer Kat), (ag Ds, 
(PDs, Ф, Gah: Css (7525 : | а 
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in welchem gegenüberliegende Flächen benachbarter Elementar- 
streifen wiederum durch gleiche Indices gekennzeichnet sind. 

Indem man nun aus m’ der eingeschalteten Streifen drei 
aufeinander folgende Flächen herausgreift 


СЯ D KEN , RK? › 
А-1, 9,..., o 
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und entsprechend diesen Tripeln an A, die m’ Operationen 
ausführt 
«у» ^ laD, sf, |a, а |, 
und so die 2m’ Sechsecke . 
Cell, 3 und Ce Ds 
h=1,2,...,m 
in resp. die Siebenecke verwandelt 
Ca Ae und <В › 
die m Sechsecke 
<, 
aber durch је zwei einander seitende Fünfecke ersetzt 
Wen) und (Ds, 
führt man dadurch das Polyeder Aw, falls m, eine gerade 
Zahl ist, direkt, im Falle aber m, eine ungerade Zahl ist, durch 
einen hinzutretenden (m + Up Schnitt 
Kei ^ | Yis a+r’) [ | +"), atm) I» 
welcher ein nicht zu dem transformierten Flächentripel des 
| m“ Streifens gehöriges Sechseck <a”, in ein Siebeneck 
verwandelt, in ein der ersten Lösung entsprechendes Polyeder 
An, über. 
Ein an diesem Körper vollzogener Erweiterungsprozels IT, 
lälst die m, gemeinsamen Kanten 
[в т |, | Ва, Уз |, | Въ, › Ym | 
der m, Flächenpaare 
«В», 5 В, 5 -e3 Binas (PDs 
in је zwei Gegenseiten 
IP, Bil und | oi, ri 
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eines Einschaltungssechseckes (g;), übergehen. Dadurch, dafs 
man auf dem neuentstandenen Polyeder 
Ay = AA) 
nur noch die m, Flächentripel ins Auge falst 
CBs, D1, Partdar ы 
h= 1,2,..., Mg; 
und in Bezug auf dieselben wieder die Operationen ausführt 
«5 A | Partas %1 |, | Partas Ys |, 


wo die Kanten | фы, %, | und | psa, Ys | durch eine Ecke 
(Vis Pan, Wa) gehen, wird man die m, Siebenecke 


Cen Сту See HK 
in ebensoviele Achtecke 


Bi Ds, Be Das +++, Amer 
die m, Fünfecke 
chan: Ф) .-+› т 
in ebensoviele Sechsecke verwandeln, während die m, Sechsecke 
(Prt 
durch je ein Paar einander und das Achteck 


<В 


«Ф.н» und Фи» 


seitender Fünfecke 


ersetzt werden. 

Weil aber hiernach für das resultierende Polyeder A,, 
die Anzahlen der Fünf-, Sieben- und Achtecke gegeben werden 
durch resp. 

25 = 12 т, | т, 7 ==, 3 = m, 
so repräsentiert dasselbe ein Polyeder der zweiten Lösung. 
Die Anwendung des Prozesses I7, auf dieses neue Po- 
lyeder läfst die m, gemeinsamen Kanten 
Ви, т" |, ТВ, as ls «<<, I Ban Ул» | 
der m, Flächenpaare 
LBi Yas «5 CBs Yar «5 8 Bea inn «Р 


in je zwei Gegenkanten 
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loi, | und | фи, yk] 
einer Einschaltungsfläche 
<, 
das Polyeder A,, in ein Polyeder A," übergehen. Vollzieht 
man darauf an den m, Flächensystemen 
Cat ee Ха, Parts 
(л = 1, 2,..., т) 
wiederum die Operationen 
9917 2 | Pitas да |, Lëns fl 
und verwandelt dadurch die m, Achtecke 
Ëer ep Sie 
resp. in die Neunecke 


В." -- Reg 


die m; Fünfecke 
Фран) 6 Фат) 

in ebensoviele Sechsecke, während für die m, Sechsecke 

«фы 
m, Paare einander und је ein Neuneck 

<В э» 
seitender Fünfecke treten, 

Сев, Pens 

so belaufen sich die Anzahlen der Fünf-, Sieben-, Acht- und 
Neunecke des hervorgehenden Polyeders A,, auf resp. 
Se = 12m tm tm, zen, =, 5 = My 
Demnach entspricht dieses Polyeder der dritten Lösung. 

Es liegt auf der Hand, in welcher Weise das ein- 
geschlagene Verfahren fortzusetzen und wie mittelst desselben 
successive Polyeder jeder folgenden bis zur r — Gr Lösung 
zu construieren sind. 

Man gelangt somit zu dem Satze: 

Jede positive und ganzzahlige Lösung der Gleichung 
z, — 12 = а +2, +3%, +: · 


definiert mindestens einen Polyederstamm. 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 14 
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Es werde jetzt eine Lösung des Typus II betrachtet, 
nämlich: 
DE 0, «>0, &%0, „©®0,..., >20. 
Man setze zunächst 

2, +5, = Z; 

und construiere mit Hilfe der eben entwickelten Methode ein 
Polyeder А, der Lösung 
11,) alm, 450; 450, 2> 0. 
Um alsdann aus einem solchen Polyeder eines der gegebenen 
Lösung П,) abzuleiten, sind einige Hilfsbetrachtungen er- 
forderlich. Т 

Unterwirft man ein beliebiges Polyeder А, а-та! nach 
einander dem Prozesse I7,, bildet man also den Körper 

п.(1, С Ge (IR, (An)) Ыг )) = I,®(A,), 

so wird der unmittelbare Zusammenhang zweier Seitenflächen 


1) «Ха 


durch den mittelbaren ersetzt: 


з | 


wo die Anzahl u der Zwischensechsecke bestimmt ist durch 
u =1 +2 4+9 4+: 4 2°—! = 2° — 1. 

Die darauf erfolgende Anwendung des Prozesses II, d. h. die 

Bildung des Polyeders 77, (11, (A,)) verwandelt zwei unmittel- 

bare Seitenflächen in zwei unmittelbare Scheitelflächer und 

läfst demgemäfs das Flächensystem (2) übergehen in das andere 


Zufolge der weiteren Operationen 
<, = | Ph, ф | 
(В = 1,2,..., EM 
resultiert die Verbindung 


р, Z 
u Dee pa ك( عا‎ 
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Indem man schliefslich von jeder Fläche «л>, mittelst eines 
sechsseitigen Schnittes <%,), die drei Kanten abschneidet 


Ip, el, | Prs |, I on, Ф |, 
erhält man das Flächensystem 


> BEN 
y, Y, ү КыЛ, Ka 
ge TH DSO 


Wenn nun die ursprünglich gegebenen zwei Flächen «о> 
und «о> Grenzfünfseite darstellen, so kann das vorstehende 
Konstruktionsverfahren, welches von der Verbindung (3) zu 
der gleichartigen Verbindung (5) führt, als ein Reduktions- 
verfahren aufgefafst werden. — Denn ganz ebenso wie (3) mittelst 
14 u vierseitiger und  sechsseitiger Schnitte auf (5) zurück- 
geführt worden, kann (5) mittelst ш vierseitiger und u — 1 
sechsseitiger Hilfsschnitte auf eine analoge Reihe benachbarter 
Scheitelflächen mit nur noch u —2 Zwischensechsecken, diese 
vermöge ш — 1 vierseitiger und u — 2 sechsseitiger Hilfs- 
schnitte auf eine entsprechende Verbindung mit nur noch 
ш — З Zwischensechsecken und so fort redueiert werden. Man 
wird daher schliefslich an die Stelle des ursprünglich zwischen 
den Fünfeeken Са; >; und <«,), bestehenden Zusammenhanges (2) 
vermittelst Anwendung des Erweiterungsprozesses II, und nach 
Ausführung einer gewissen Reihe von F.-Operationen ein System 
von Grenzsechsecken und ein Grenzviereck setzen. 

Dieses Ergebnis gestattet mit Bezug auf die eigentliche 
Aufgabe der Konstruktion einer Lösung der Gleichungen 


22, +, — 12 = m= r, +2, +: m: Zeit 
deren vollständige Erledigung. 
Da nämlich bei der zunächst auszuführenden Konstruktion 


eines der Lösung 
%› Bis Pay ees fr 


entsprechenden Polyeders A. aus einem Pentagondodekaeder 
П," nach der oben entwickelten Methode 
Z, — 12 bezw. 2 Ei —10 


Grenzfünfecke des Endpolyeders paarweise, und zwar als un- 
mittelbare Seitenflächen, eingeführt werden, und die Grenzfünf- 
14* 
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ecke des ursprünglichen Pentagondodekaeders gleichfalls sechs 
Seitenflächenpaare bestimmen, dieser Zusammenhang aber nur 
durch den Prozefs IZ, verändert wird, so können zufolge der 
angestellten Hilfsbetrachtungen schliefslich beliebige 2, Paare 
aller Z, Grenzfünfecke ohne Änderung der Anzahlen der 
(6 + h)-seitigen Grenzflächen durch ebensoviele Grenzvierseite 
ersetzt werden. Dadurch aber geht das Polyeder An , in 
ein der Lösung II entsprechendes Polyeder über. 
Also: 
‚Jede positive und ganzzahlige Lösung der Gleichung 
2, + a, — 12 = m = а +2 + km: Sein 
definiert mindestens einen Polyederstamm. 
Handelt es sich endlich um die Darstellung einer Lösung 
Ш) 3>0, 4,50, 2 50, 220, 2,2 0, ..., 22 0, 
so führe man an dem aus dem Pentagondodekaeder 11,” ab- 
geleiteten Polyeder A, successive folgende Konstruktionen aus: 
49, 1а, ву |, Га, e |, dk, дү, оү), 
«дә» |а, бу |, Та, б, |, KOs (06, ду, ау), 
49, 21а, 8 |, Га, бу |, <) = (eg, ду, оү), 
a) bei geradem р: 
<ф—% ^ | а, дро |, 1 9, рв |, «дрва + (а, p-1, 4), 
b) bei ungeradem p: 
(Opes 2 | 1, бв |, | а, Opi |, (p6g = (a, бу—в, ge 
Für das resultierende Polyeder A. hat man 
a) a =={(р— 6), z = 12, яр 1, ғр = 1 
(Ww = +(> + 6); 
b) a = 3(р — 5), 5=12, 2p =1, ay =1 
Ww =} (p +9). 
Unter der Voraussetzung p> 8, 9 gilt daher: 
а) ge <p—1, b) рр. 
Im ersten Falle unterwerfe man А, wieder dem Prozesse 


11, und führe die durch zwei Gegenseiten des Einschaltungs- 
seckseckes 
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(Pis 
(egy und (es 


vermittelst der Constructionen 
(ê; Z | or, os |, lor Ф|, CN = (e, а, аву), 
к a Ф, б, |, Іф, д" |, Ka Gg us Ze өй 


gehenden Flächen 


resp. in CN Flächen ap 
Ce und Ce 
(p" < р). 
Nach abermaliger Anwendung des Prozesses 17, verwandle man, 
a) wenn р” < р ist, das Flächensystem 
NN 
Zeie | Pi 
: ПА Kik 


AN p ай 
DOC i 


b) wenn p’= р ist, irgend ein Flächensystem 


in das andere 


in ein Flächensystem 
rl ۶ ¢ EN 


Dieses Verfahren hat man je nach den beiden Möglich- 


keiten 
За, < (р — 6)‘ ê, oder 3, > (р — 6). а 


so lange fortzusetzen, bis entweder die Anzahl der Grenz- 


dreiseite 

[ôr Ys» (Ds, Se: (û Ds» (û Ds, gë? 
die vorgeschriebene Zahl z, erreicht hat, oder bis die Anzahl 
der Grenz-p-seite 


Ze Dn Laa Dns Co dr, <Ф Ээ», (Pi das °°° 


auf #, gewachsen ist. 
Im ersten Falle resultiert ein Polyeder der Lösung 
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2,5 == 192, 2р = 0,1, 0<% < 2, 
aus welchem vermöge der für die Konstructionen der Lösungen 1 
und II malsgebenden Methoden leicht ein der gegebenen 
Lösung III entsprechendes Polyeder abgeleitet wird. 
Im zweiten Falle vollziehe man an dem die Lösung 


Deg ep, ж == 10, 6р 0,1, % 
repräsentierenden Polyeder den Prozefs IT, und verwandle in 
bekannter Weise, 

a) falls zu = 1 ist, das Flächensystem 
Сур Vi | У, 
9 
in das andere 
DA We, 


b) wenn 2, = О ist, ein Flächensystem 
b: JB: |8; 
000 


DOA 


in ein Flächensystem 


Es leuchtet ein, wie eine zweckmälsige Fortsetzung dieses 
Konstruktionsverfahrens entweder zu 2, Grenzdreiecken (Û, Ds 
oder zu 2, Grenz-g-ecken führt, und wie man im ersten Falle 
zu einem Polyeder der Lösung 

23, = 12, л, р = 0,1, 0< г, <t, 
im zweiten Falle zu einem Polyeder der anderen gelangt, 
O< <<, 5 =19, ж, = 0,1, 4 
Bei entsprechender Behandlung des resultierenden und aller 
folgenden aus ihm abzuleitenden Polyeder erhält man unter 
der Voraussetzung #, > 12 schliefslich ein Polyeder der Lösung 


Zs, 25 = 22, + 25, ёр, 2gs °<, Bry 
aus welchem dann durch weitere Anwendung der unter II ge- 
gebenen Methoden leicht ein die ursprüngliche Lösung 
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23, Z4, 25, 2р, ay +++) Ё, 
darstellendes Polyeder bestimmt wird. 

Das vorbeschriebene Konstruktionsverfahren bleibt auch 
noch in Kraft, wenn die Gröfse 22, + 2; genau den Wert 12 
hat. Man wird nämlich im Verlaufe der Konstruktion ent- 
weder zu einem Polyeder der Lösung 
EE е Së Bg = 12, dp, Ban un? 
oder zu einem Polyeder der anderen gelangen 
2) u <a, Bell, u, 80, # ==, mm 0. 


Im ersten Falle führe man gemäls der dann geltenden 
Beziehung 
3 (z — 2) = 2 (r — 6) 
und der daraus folgenden 
r = 30 
an einer aus einem Sechseck (p), und vier aufeinander folgen- 
den Seitenflächen desselben 


«Ф, Wor Wss (Pads 
bestehenden Fläche nach einander die Operationen aus: 
<, lp, vils [P Pals LOs * (Py, Ф, б,), 
d lp, dil, |o, 0.1, ODs = (фа, P, 03), 
O lp, д, |, lo, dl, dt (Pis Ф, 0), 
<, lp, 8,1, |o, el, Css (pr P, бу), 


bis man nach 40 — 8 Schnitten die beiden Sechsecke (pg 
und (p>, in zwei r-Ecke und dadurch das der Lösung (1) 
entsprechende Polyeder in ein gesuchtes umgewandelt hat. 
Das eben benutzte Prineip wird auch in dem Falle eines 
Polyeders der zweiten oben vorgesehenen Lösung zum Ziele 
führen, vorausgesetzt, dass die Seitenanzahl », des einen 
Grenzpolygones <о;), kleiner oder höchstens gleich der Zahl 


ра 
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Denn da alsdann die Beziehung besteht 


3, — 5) =2r— (r, + 6), 
so kann man von den 2; — 2; im Ganzen auszuführenden 
Schnitten <821>; 


a) an < „rin 


an dem Polygone (er, , 
b) 2, — 2 2 LE zin! 


an dem Polygone «ф,), vollziehen und auf diese Weise die 
durch gegenüberliegende Seiten eines Sechseckes gehenden 
Flächen <«;),, und (g,), in zwei r-Ecke umformen. 

Besagte Voraussetzung kann aber im Allgemeinen als er- 
füllt angesehen werden. — Denn ist man in den Konstruk- 
tionen bis zu einem Polyeder A, der Lösung vorgeschritten 

5 < Zs, Bg = 19, 4р, ënnen r= l, 7 == 2, — 3, 
so kann man die durch gegenüberliegende Seiten des Sechs- 
eckes <P); gehenden Flächen 

(pır und <) 
durch die Operationen 


Ls 2 | Po, Ф|, | Por Ф |, LOs + (Pi, Pos 01), 
<д% © | Pos 0, 1, Фо, б, |, ODs = (Ф, Pos 83), 
in zwei Flächen 
Cie und <) 
überführen, für deren zweite sich die Anzahl 7, ihrer Seiten, 


den Fällen einer geraden oder ungeraden Differenz » — € ent- 
sprechend, durch die Formeln berechnet: 


а) nr, nr. 


Von diesen beiden Anzahlen genügt aber die erste allemal, 
und die zweite für alle Werte # > 9 der notwendigen Be- 


dingung г in 5 
< ЖГ? 
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Ist dagegen im Falle 2, = 2, — 3 gleichzeitig 2, = 0, so 
betrachte man an dem Polyeder A, bezw. an dem abgeleiteten 
П,(П,(А,)) drei in einer Ecke zusammenstolsende Sechsecke 


(P128, «Ф, Ф) 


und ihre durch die drei Nachbarecken gehenden Scheitelflächen 
Oh, e < 3 Ca Ae, 


Man kann dann in bekannter Weise bei zweckmäfsiger Ver- 
teilung der dreiseitigen Schnitte zunächst das Flächensystem 


Ch e: Ф, We 


in ein Flächensystem 


Han Pads, dr, 


mit der Bestimmung r, < [+] < r, überführen, darauf das 


andere System 
Ф), «Фа, NI 


in ein Flächensystem 
(Y3), DH WE › <), 


mit der Bestimmung r, [+] umformen, schliefslich aus 
dem dritten Systeme 

(WiDr, «феа, Yan, 
ein System ableiten 

(Dry Pads, Chien 
indem man nämlich von den im letzten Falle anzuwendenden 
4@r—r,—r,) dreiseitigen Schnitten $ (r +, — 2r,) an 


der Fläche <%,),, und $ (r + r, — 27%) an der Fläche <tr 
ausführt. 


Den vorstehenden Betrachtungen liegt die Annahme zu 
Grunde 


2; = 0. 


Ist dieselbe nicht erfüllt, so machen die beiden möglichen 
Fälle 
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1) За <а ud 2)3,>z 
eine getrennte Behandlung erforderlich. 


Im ersten Falle genügt es, an dem Polyeder A, die Ope- 
rationen zu vollziehen, 


dt (01, eh 7), Cds (б 63090, ell, 

6), 9 (9), ву®, а/®),..., dt (189—0) «йө, ары) 

um das Problem auf das vorher behandelte zurückzuführen. 
Im zweiten Falle schreibe man 


z= 3 [6] + o; = 3u + e, 


und führe entsprechend den drei unterschiedlichen Vorkomm- 


nissen 
о; =0, 1,2 


an 4, vor allem die Konstruktionen aus: 
а) rl), 5 ler, «e, 4400), 
<,» (6.9, a", a), 5 5 <д„» e (erh, ,و‎ a), 
b) aufser den vorigen noch die Konstruktion: 
49), * (%› «9, PD, 


с) entweder aufser den Konstruktionen a) und b) noch die 
Konstruktion: 


0", S (уз, в, AE 

oder aufser den Konstruktionen a) noch die Konstruktion: 
(Dg -°- (ag, у, e). 

Man erhält auf diese Weise ein Polyeder А, der Lösung 


a) ' а == ч П z = 12, д = 2; 
, Га А , 

b) u = [2] +1, ëss lk д =; 

ч) g =F] 4-8 ra 

%) z; = [2] +1, = 1, д = 


mit einem aus beliebig vielen Elementarstreifen bestehenden 
Elementargürtel 
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СЕССИИ 
Ku Кы "e Cee, Cages ан), A 


ED, LUDY, Zelt, а 0), LaDy. 

Es не aber die Anwendbarkeit der bei den Konstruktionen 
einer Lösung 

а= — |2] — on Zis Zis Par Bos ..., Ër 
verwerteten Methoden an die einzige Bedingung gebunden, 
dals auf dem aus II” abgeleiteten Polyeder A, eine aus- 
reichende Zahl von Elementarstreifen verfügbar ist. Dieselben 
Methoden werden daher auch an dem Polyeder А„ unmittel- 
bar zur Anwendung gelangen können und dieses in ein Po- 
lyeder der Lösung überführen 

20 22 05 0050, 2 БО 20, о А0 
Es sei noch bemerkt, dafs, falls 2; < 12 ist, man die Schnitte 
0,3, COs; <3),, Steis derart wählen kann, dafs 12 — 2; 
der ursprünglichen Grenzfünfecke von II,” in Sechsecke über- 
gehen. Beispielsweise wird man im Falle 2; = 0 und ,>4 
folgendermalsen konstruieren: 


(ı2, * (er, fs, В), <), 2 | Bs, а |, |8, el 
(092s (а, У, А), <, |у, 40|, |р, a |. 
Hierdurch gehen die Fünfecke 


<«,%› <В», <В.%, <В, Bs 
<), Ф), Ф (75255 (P45 


in ebensoviele Sechsecke über, während an die Stelle der 


beiden Fünfecke 
Br, und <у,% 
die Flächenpaare treten: 


und 


a 
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und 


Unterwirft man darauf das Polyeder dem Prozesse I, so 
resultieren die Flächentripel: 


und 


Indem man aber an diesen Tripeln die Operationen ausführt 


O Z2 | o, pı |, |P, Ф| und 0,5 19, Yil, 19, 0, 


erhält man die Flächenquadrupel 
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RD = RD 


Alsdann vollenden die beiden weiteren Schnitte 
(012s (Ba, Ф, 5) und 0523 (ys, V, д) 
die gesuchte Umformung. 

Der gleiche Zweck kann öfters auch dadurch erreicht werden, 
dafs man von vorneherein statt des Pentagondodekaeders ein 
anderes passend gewähltes Polyeder des Stammes B, der 
Betrachtung zu Grunde legt. 

Fafst man die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, 
so kann man nunmehr folgenden allgemeinen und fundamen- 
talen Satz aussprechen: 

Theorem 24%). Jedes positive und ganzzahlige Lösungs- 
system der charakteristischen Gleichung 


*) Der Satz besitzt ein interessantes Analogon in der ebenen Topo- 
logie. Zwischen den Anzahlen der Polygone verschiedener Gestalt, in 
welche die Ebene durch n Gerade allgemeiner Lage zerschnitten wird, 
bestehen die leicht zu erweisenden Relationen: 

n(n -- 1) 


1) sta Fra rel H 


2) 32, kim, +5, + °°° + nr, = 2n(n — 1), 

wenn 2, die Anzahl der A-seitigen Polygone bezeichnet. Die Kombi- 

nation beider Gleichungen ergiebt: 

3) Ty — 2, — و‎ — За, —---— (п — 4) х„==4. 

Von dieser Gleichung, deren linke von der Zahl x, unabhängige Seite 

für alle allgemeinen ebenen Geradensysteme einen und denselben in- 

varianten Wert hat, gilt der dem Theoreme 24 entsprechende Satz: 
Jedes die Gleichung 3) befriedigende positive und ganzzahlige Werte- 


system Sy, Lg, La, Lz, ... definiert in der Ebene mindestens ein und 
höchstens endlich viele topologisch verschiedene allgemeine Geraden- 
systeme. 


Die Invarianz des Ausdruckes 
За +22, +, — T, — 2, — 3х, — ۰ 
für alle allgemeinen Euler’schen Polyeder ist bereits von Cayley bemerkt 
worden, dessen bezügliche Abhandlung in den „Manchester Memoirs, 
pag. 248, Vol. 1, Serie 3“ dem Verfasser jedoch nicht zugänglich ge- 
wesen. Die Cayley'schen Resultate finden sich zum Teil wiedergegeben 
in „Clifford, Mathematical papers, рад. 172“. 
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8л, +2, +, — 12 =, +2, +3, + 
definiert einen Stamm allgemeiner Polyeder. 

Nach diesem Satze ist die Anzahl der zu einem Bereiche 
Bm gehörigen Polyederstimme gleich dem Produkte aus den 
Anzahlen der positiven und ganzzahligen Lösungen der beiden 
Gleichungen: 

8, +2, +5 — 12 = m = n +2, +32, +: 
Diese zwei fraglichen Anzahlen, welche nach Euler (Intro- 
ductio in analysin Liber I Cap. 16) angeben, auf wie viele ver- 
schiedene Arten die Zahlen m + 12 und m in Summen von 
resp. höchstens drei und von beliebig vielen ungleichen posi- 
tiven ganzen Summanden zerlegt werden können, lassen sich 
für jeden Wert von m durch ein einfaches Rekursionsverfahren 
berechnen, worauf hier jedoch nicht näher eingegangen 
werden soll. 

Das Theorem 24 ist nur ein Spezialfall des folgenden 
allgemeineren, die Gesamtheit der konvexen Polyeder betreffen- 
den Satzes: 

24a. Jedes positive und ganzzahlige Lösungssystem 

25, 2105 25) 01, 28, бру... 
der Gleichung 
1) За +2, +, — m — 2 — -= 12 + 20, 
ш (о = 0, 1, 2,8,...) 
kann stets und auf unendlich mannigfaltige Weise durch ein von 
о“" Grade singuläres konvexes Polyeder veranschaulicht werden. 

Es mag hier der bezügliche Beweis nur unter der ein- 
schränkenden Voraussetzung 2; > 20 gegeben werden, ein 
Fall, der mit verhältnifsmäfsiger Einfachheit ausreichende All- 
gemeinheit der Behandlung verbindet. 

Man zerlege die Zahl 2, in die beiden anderen 

уб = 2; — 0 und zg 
und suche ein die Gleichung 
а 22% +3. 4. =o 
befriedigendes positives und ganzzahliges Wertesystem 
Yrs Уз) Yo, 
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Dasselbe bestimmt zusammen mit dem Systeme 
ae SAA 4 
їз, Las 15, Tr, 28) Bozo.. 
ein entsprechendes Lösungssystem 
Henna аз) perh , 
Ly, Bas Ys, e FY Ts Fee 
der Gleichung 
За + 22, +. — хх, — 2 —---== 12, 


welches letztere folglich einen Stamm allgemeiner Polyeder de- 
finiert. — Aus diesem greife man ein beliebiges Individuum A, 
heraus und unterwerfe es so oft, etwa zweimal, dem Prozesse Г, 
bzw. JL, dafs zwei Grenzflächen e" und eu" des ursprüng- 
lichen Polyeders in dem abgeleiteten A, durchweg verschiedene 
Seitenflächen haben. Darauf wähle man у, (т = 7, 8, ...) 
m-seitige Grenzpolygone von A, und variiere das Polyeder 
sich selbst isomorph so stetig im Raume, dafs von den m 
Kanten eines jeden genau m — 6 ausscheiden, und die durch 
sie gehenden Sechsecke in ebensoviele Fünfecke übergehen. In 
Folge dessen werden, je nachdem die m — 6 Kanten einer dieser 
Flächen einen einzigen oder mehrere aus resp. m,, My, ... 
Kanten bestehende Züge bilden, entweder m — 5 oder resp. 
m, +1, m + 1, ... getrennte dreikantige Ecken in je eine 
singuläre zusammenrücken. — Die angegebene Umformung eines 
Grenz-m-Eckes in ein Grenzsechseck wird also einerseits den 
gleichzeitigen Übergang von m — 6 Grenzsechsecken in eben 
soviele Grenzfünfecke, andererseits das Eintreten einer Singu- 
larität m — 6%" Grades bedingen. Entsprechend den aus- 
gewählten und transformierten Grenzflächen von A, wird das 
aus der stetigen Variation von A, hervorgehende Polyeder A, 
statt der y; + ys + +++ transformierten Polygone ebensoviele 
Sechsecke, anstatt y, + 2y, + Зу, + Sechsecken von A, 
ebensoviele Fünfecke und schliefslich eine gewisse Anzahl eine 
Singularität оез Grades repräsentierender singulärer Ecken 
aufweisen, so dafs A, die vorgeschriebene Lösung der Glei- 
chung 1) zur Anschauung bringt. 

Die bei der hier entwickelten Konstruktion einer speziellen 
Lösung der Gleichung 1) angewandten Prinzipien sind auch 
für die Konstruktion einer allgemeinen Lösung malsgebend. 
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Man bestimmt aus letzterer zuerst wiederum eine passende 
Lösung der Gleichung 
3, +2, +, — ж —2, — ...= 12, 

konstruiert ein dieselbe darstellendes allgemeines Polyeder und 
transformiert letzteres teils durch die Prozesse I, Л, und 
darauf erfolgender stetiger Variation des entstehenden in ein 
singuläres Polyeder, teils — und das ist ein weiteres wesent- 
liches Prinzip — durch vor und nach Vollzug der Erweite- 
rungsprozesse an dem jeweiligen Körper zweckmälsig aus- 
geführte singuläre Fundamentalschnitte. 


$ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes. 


Es sei innerhalb des Bereiches Bm ein Polyederstamm 
definiert durch das Wertesystem 
%› Zas 86) Ziy Bgy eey Pre 
Die Aufgabe, die verschiedenen Familien dieses Stammes zu 
bestimmen, ist dann gleichbedeutend mit der anderen, eine all- 
gemeine Konstruktionsmethode zu entwickeln, nach welcher 
aus den obigem Wertesysteme entsprechenden Stammflächen 


Ce Yas Хо) --., lsr Ха" Au E Yan een EADS) 
<a Sen а”), o Eat д» 
Са), Cea Dr, un Ха), 07—90), Keg en ..., Cef AD, 
, < R 
und aus einer nicht näher bestimmten Anzahl von Sechsecken 


<В, Bos + + -, Bude 
ш = 0, 1, 2, ... 
alle möglichen irredueibelen Polyeder zusammengesetzt werden. 

Die wesentlichen Gesichtspunkte für eine vollständige Er- 
ledigung dieses Problemes ergeben sich aus folgenden Über- 
legungen. 

Bei allen Polyedern des Stammes, im Besonderen also 
auch bei den gesuchten Stammpolyedern, kann man rücksicht- 
lich der gegenseitigen Lage der M Stammflächen vier Haupt- 
fälle unterscheiden: 

I. Entweder setzen dieselben die vollständige Oberfläche 
eines Polyeders zusammen; 
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П. oder sie bilden m isolierte einfach berandete Bestand- 
teile 5, 
m= 1, 2,..., М; 


ПІ. oder sie bestimmen eine oder mehrere isolierte mehr- 
fach berandete Flächen F;; 

IV. oder sie konstituieren eine Anzahl isolierter einfach 
berandeter Bestandteile S; und eine Anzahl isolierter mehrfach 
berandeter Flächen F;. 

Alle Polyeder der ersten Gruppe stellen an sich Stamm- 
polyeder dar. 

Die Polyeder der drei übrigen Gruppen sondern sich 
wiederum in je eine ganz bestimmte endliche Anzahl von 
Untergruppen. Diejenigen der zweiten Hauptgruppe werden 
charakterisiert: 

a) durch die Anzahl m der isolierten Bestandteile S;, 

b) durch die Art der Verteilung der A Stammflächen 
auf diese m Bestandteile, 

e) durch die Zusammensetzungsweise der zu einem Be- 
standteile gehörigen Grenzpolygone. 

Bei den Polyedern der dritten und vierten Hauptgruppe 
complificiert sich die Bestimmung der Untergruppen noch 
dadurch, dafs bei gleicher Anzahl von Flächen S; und F; Ver- 
schiedenheiten in deren gegenseitiger Lage in Betracht zu 
ziehen sind. In jedem Falle resultiert aber stets nur eine 
endliche Anzahl von Untergruppen, die ohne besondere Schwierig- 
keiten der Reihe nach angegeben werden können. 

Die nähere Betrachtung einer der Gruppen II, Ш, IV 
zeigt sogleich, dafs nicht alle Untergruppen durch Stamm- 
polyeder realisierbar sind, vielmehr innerhalb derselben noch 
eine engere Auswahl stattzufinden hat. Denn hat man bei- 
spielsweise irgend ein Polyeder der zweiten Gruppe und redu- 
ciert dessen Oberfläche durch Ausscheidung ihrer m isolierten 
Bestandteile 5; auf eine m-fach berandete, nur Sechsecke ent- 
haltende Fläche F,„<6), so besteht gemäls dem $ 21 ent- 
wickelten Theoreme über die Charakteristiken der Rand- 
polygone P; der ausgeschiedenen Flächen 5; die Relation: 

О, (Р,) + (P) + °°° + COn(Pn) = 2۰ Gm 2). 
1 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 
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Die Zusammensetzung der M Stammflächen e" zu den S; 
тиз demnach im Einklange mit dieser Relation stehen, 
während alle anderen Kombinationen aufser Betracht bleiben. 

Ich behaupte, da/s zu einem, den vorstehenden Angaben 
entsprechend bestimmten Systeme isolierter Flächen 

б.б» «зу бш 

nur eine endliche Anzahl irreducibeler isomorph berandeter Flächen 
F„<6) existiert. 

Zum Beweise denke man sich alle möglichen zugehörigen 
Flächen Р 6) construiert und so in eine Reihe geordnet 

Fc, Fn<6), Fa <6), +, 

dafs jede folgende nicht weniger Sechsecke als die vorher 
gehende umfalst. Man kann dann mit Hilfe von genau den- 
selben Schlüssen, welche in $ 21 die Endlichkeit der zu einem 
Elementarnetze gehörigen Erweiterungen ergeben haben, in 
genau derselben Weise wie dort zeigen, dals, wenn die An- 
zahl der Sechsecke einer Fläche FẸ eine ganz bestimmte 
endliche Zahl M, übersteigt, die Fläche aus einer vorher- 
gehenden Fläche Fl” durch Elementarerweiterung erzeugt 
werden kann, dafs somit die ersten M, Flächen der auf- 
gestellten Reihe alle irreducibelen, die folgenden aber nur 
redueibele Flächen darstellen. Weil aber diese Überlegung 
für jede Gruppierung der M Stammflächen gilt, so resultiert 
der allgemeine Satz: 

Theorem 26. Die Anzahl der zu einem beliebigen Polyeder- 
stamme gehörigen Familien ist endlich. 

Unter Anwendung der hier abgeleiteten Methoden und 
Kriterien findet man beispielsweise: 

Т) als Stammpolyeder der Familie 


t= 4, T, = T; = پچ‎ = Tg = ۰۰۰ = 0 


das einzige Vierflach 


II) als Stammpolyeder der Familie 
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а= 3, = 1, y= 1, t ==. 0) 


das Achtflach 


Ir 
As 


Von der Richtigkeit der vorstehenden Angaben überzeugt 
man sich folgendermalsen: 

I. Jedes nur aus Grenzsechsecken «а>, und vier Grenz- 
dreiecken <æ), zusammengesetzte allgemeine Polyeder genügt 
der $ 13 gegebenen Definition eines enthaltenden oder redu- 
eibelen Polyeders. Das Tetraeder ist daher der einzige irre- 
dueibele Körper des Stammes 

ж==4, 1 0 en =. = (0). 
П. Ein Polyeder des Stammes 
به ,3 = وه‎ =1, n=l, n= 56 = = 0 
wird die fünf Stammflächen 


Cen (as, (%33, CD4, Kay 
nach Ausschlufs derjenigen Kombinationen, bei welchen zwei 
Grenzdreiecke einander oder das Grenzviereck seiten und durch 
welche ein Tetraeder bzw. ein Pentaeder bestimmt wird, stets 
in einer der folgenden fünf Zusammensetzungen enthalten: 
1) In zwei isolierten Bestandteilen 


а) 


бү = › BE (a), 
b) 
EI › BE Ka, 
d 1 
/ 
8, = A a 8, = s д 
15% 
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2) In drei isolierten Bestandteilen 


AN 

= Ah , SE, 8= e0 
b) 

Se= › 8. == Ces, 6, = (as, 
© 

у= , &=‹а», Gala) 


5, = (03, Ss = Cas); 


e) 
8, = —.> Р 8, Se ` 8;==<а,»з; 


3) In vier isolierten Bestandteilen 


Lë 

IIl 
A 

ES 
E 


== : e, Beton 8 == «аз, Da = ad 


Ba = (ad, = (lad, SE = 04), 


T 
| 
1 


› Badge =), Bu = (as; 


lt 


4) In fünf isolierten Bestandteilen 
Б, == 0), 5 = (agg, $ = lad, Б, Ха), Ss = а). 
Entsprechend den drei Fällen 1) hat man 
a b) OPS) 3, OPS) = +3, 
ed С(Р(5,)) = — 1, CPS) = +1. 
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In allen drei Fällen gilt also, wie erforderlich 

С(Р(8,)) + С(Р(5,)) = 2 - 3 - (m — 2) = 0. 
Ein Polyeder des Typus 1a) ist nichts desto weniger illusorisch, 
da die Fläche S, an und für sich schon ein Heptaeder der 


Form bestimmt: 
EN 


Da nämlich S, von einem zwei, einem drei und einem vier 
Kanten zählenden ebenen Kantenzuge berandet wird, und da 
der gesuchte Körper aufser S, und dem Dreiecke <«,), nur 
noch Grenzsechsecke enthalten soll, so mülste der letzte der 
drei genannten Kantenzüge offenbar auch zu der Berandung 
eines solchen Grenzsechseckes gehören. Bei der Allgemein- 
heit des Polyeders bestimmt dann aber der dreiteilige Kanten- 
zug mit der fünften und der zweiteilige Kantenzug mit der 
sechsten Seite von <«,), einen vier- und einen dreikantigen 
ebenen Zug, so zwar, dats beide Züge von derselben Ecke 
des Sechseckes «з nach der nämlichen Ecke des Fünf- 
eckes (ag), führen. Folglich müssen sich ihre Ebenen in der 
Verbindungsgeraden dieser beiden Ecken schneiden, und hier- 
durch ist in der That das Heptaeder A, bestimmt. Auch ein 
Polyeder des Typus 1b) ist unmöglich, indem nämlich die 
Fläche 5, an sich schon ein Hexaeder der Form definiert 


Die Polyeder des Typus 1c) endlich sind in der That existent, 
und zwar fallen dieselben mit den oben angegebenen Stamm- 
polyedern Аз und den aus ihm elementar abgeleiteten Körpern 
zusammen. 

Ein Polyeder der Annahme 2a), sowie ein solches der 
Annahme 2e) ist allemal existent und reducibel, da das Stamm- 
polyeder Ay in ihm enthalten ist. 

In den drei anderen Fällen 2b), 2с), 24) hat man 
b, e, d) C(P(S) =0, CPS)=+3, CP((S;)) = +3, 


also, wie notwendig 
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С(Р(5,)) + С(Р(8,)) + CPCS) = 2.3. (m — 2) = 6. 
Angenommen zunächst, es existierte ein Körper А, der Form 
2b) mit der Fläche 


und den beiden isolierten Dreiecken 


«аз, (ads, 
so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fläche <«,), über 
in einen Körper 4,1 mit einer Fläche 


x 


dieser durch Ausscheidung der Fläche <a,_,), in einen Körper 
А„—з mit einer Ecke 


(Sand, «а з),, «аһ. 
Durch weiteres Ausscheiden der Seitenflächen dieser Ecke 
resultiert aber ein Körper А, 5 mit der isomorphen Ecke 


(Са), (Ends, (ind): 


Man kann daher aus A, stets einen Körper A, ableiten, so 
dafs von den drei Seitenflächen seiner Ecke 


(Camay Lama, Lm24) 


mindestens eine und folglich zwei eines der beiden isolierten 


Dreiecke 
Lads, <=» 
seiten. Ein solcher Körper ist indessen illusorisch, da durch 


eine Ecke 
Lee Lemas Lima) 
bereits ein Pentaeder unzweideutig bestimmt wird. 
Angenommen ferner, es existierte ein Körper А„ der 
Form 2e) mit der Ecke 


(Cans; , «а-1),, (Ends) 


und den beiden isolierten Dreiecken 
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Zens (ad, 


so geht derselbe durch Ausscheidung der Fläche <«,), über in 
einen Körper A„-ı mit der Ecke 


(«а 55, Lanas Lens); 
dieser durch Ausscheidung der Fläche Ze, in einen Körper 
А,» mit der Ecke 
(and, (ens), <®—з5%), 
schliefslich der Körper 4,41 mit der Ecke 
(Ciems, Хата» (ents) 


durch Ausscheidung der Fläche Ze," in einen Körper An mit 
der Ecke 


(amd; 5 Lamis (@mDs)s 


wo mindestens eine der drei Flächen dieser Ecke eines der 
beiden Dreiecke 
KKK 


zur Seitenfläche hat. Ein solcher Körper ist aber nach 1b) 
unmöglich. 

Vorausgesetzt endlich, der Annahme 2d) entspreche ein 
Polyeder 4, mit der Fläche 


8, = А 


und den beiden isolierten Dreiecken 

Ca da, «6, 
so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fläche e," in ein 
Polyeder A,-ı mit den beiden Ecken über: 
(Cen—1Dq, Заһа, аз») Und (Caena, ааз), Чам). 
Durch weitere Ausscheidung der Fläche Ze, 2 erhält man 
aber ein Polyeder A,_ı mit den den früheren isomorphen Ecken 


(аз), «nd, <«„—%) und (аз), а, 4%, Lanos). 


Man kann daher durch Fortsetzung dieses Ausscheidungs- 
prozesses aus A, stets ein Polyeder Am ableiten, so dafs von 
den vier Seitenflächen seiner zwei Ecken 
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(Cmar (km-ıdı, Lms) und (0-1), «а, (&m-3)5) 
eine notwendig das Dreieck <) bzw. Са); zur Seiten: 
fläche hat. 

Nach Ausschlufs derjenigen beiden Fälle, in welchen ent- 
weder die Flächen <«„), und (@„-ı), oder die Flächen (en), 
und dea das Dreieck «о>, seiten, Annahmen, durch welche 
ein Pentaeder bzw. ein Hexaeder bestimmt wird, hat man noch 
folgende zwei Möglichkeiten zu erörtern: 

1) entweder geht <«,), durch die der Ecke 


(Kam-ıda, <®=—з%› (Am-3)5) 
gegenüberliegende Seite des Fünfecks (@„_3); , 


2) oder es bildet mit den beiden Flächen (a.s), und 
pa, die Ecke 


(аз, Lems, (dm-3))- 
Im ersten Falle bestimmen die fünf Flächen 
Lama, Lm14; Lms, (mds (CD3, 


da kein Grenzpolygon mehr als sechs Seiten zählt, gemäls 
ihrer Zusammensetzung unzweideutig ein Oktaeder der Form 


im zweiten Falle bestimmen dieselben fünf Flächen ein Hepta- 
eder der Form 


Es führen mithin alle unter (2d) möglichen Annahmen auf 
einen inneren Widerspruch. 

Was die Polyeder der dritten Klasse anlangt, so sind 
diejenigen, welche den Bedingungen 3a und 3b entsprechen, 
allemal redueibel, da sie offenbar das Stammpolyeder АЎ ent- 
halten. 
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In Bezug auf die etwaigen Vertreter des Typus Зе) hat 

man zunächst: 
PS) = 3, С(Р(5,)) = 3, CAPS) = 3, С(Р(6,)) = 3 
und also, wie erforderlich: 
С(Р(5,)) + С(Р(5,)) + С(Р(5,)) + С(Р(5,))=2:8-(» —2) = 12. 
Gesetzt, es existierte ein Polyeder A, dieses Typus, und es 
sei auf demselben ein Polygon P:s gezogen, welches seine 
Oberfläche 5 in eine die Bestandteile S,, S, und in eine die 
Bestandteile S, S, enthaltende Fläche teilt, so ist Р, allemal 
ein Polygon der Charakteristik 0. 
Es gilt nämlich in Bezug auf die drei Polygone 
Рз, CDs, (ës 
nach Theorem 18 die Gleichung 
Cal + Oladi) + CKapı) = 2:3 
und da Oe, lz C (<as>) = + З ist, so auch, wie behauptet: 
С(Р, з) = 0. 
Analoges gilt von jedem Polygone P,,s, welches nur die Drei- 
еске Zens (@>g, und von jedem Polygone D, welches 
nur die Dreiecke ve", «азу einschliefst. 

Man reduciere nun 4, so weit, dafs man alle zwischen 
etwaigen isomorphen Elementarpolygonen vorhandenen Ele- 
mentargürtel aus seiner Oberfläche ausscheidet, und teile darauf 
letztere von dem Polygone P($,) aus in Elementarstreifen 

у: М. ЖОШ ek 
Die freien Randpolygone derselben, nämlich 
He ЖС TEE 


haben die Formen 


р / A VM 8 VM Ad 
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Es mufs dann ein erster Elementarstreifen 5) existieren, 
dessen freies Randpolygon P® mit einem der drei Dreiecke 
(Dg, (Css, (gg, etwa mit (a,),, entweder eine oder zwei 
Kanten gemein hat. 

In dem ersten dieser beiden Hauptfälle ist das dem Po- 
lygone D'A benachbarte Polygon 


20,049 AN MAMNW. 


ein elementares mit einem Elementargürtel, der sich aus dem 
angrenzenden Elementarstreifen und einer das Dreieck <æ, 
scheitelnden Fläche Сау zusammensetzt. Weil aber A, als 
der Voraussetzung nach irreducibel keinen Elementargürtel 
enthält, und weil die Fläche «о> mit dem Randpolygone des 
angrenzenden Elementarstreifens einen vierkantigen Zug ge- 
mein hat, so bleibt nur die Möglichkeit übrig, dafs das Po- 
lygon P® noch mit einem zweiten Dreieck Ze," eine Kante 
gemein hat, und folglich das Nachbarpolygon besitzt: 


сава. 0 „ЛАФ ЛУК М уш 


Es wird aber die Fläche 


H 


von einem Normalpolygone P,(0, 2m) berandet. Soll daher 
А„ keinen an dasselbe grenzenden Normalgürtel enthalten, 
so mufs entweder eine der anstolsenden Flächen das dritte 
Dreieck («,), sein, oder es ши mindestens eins der beiden 
Dreiecke Со Уз, «оу; an die Fläche 5, grenzen. 

Unter der ersten Annahme wäre das Polygon 


Р(— 6, 6%+ б)=... ЛУ ЛОЛА N gM.. 


Randpolygon einer geschlossenen nur Sechsecke enthaltenden 
Fläche. Daraus folgt aber, dafs der in dem Kantenzuge 
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a) y=ı+1, Db) у= 
enthaltene andere 


a) VANINA -ANN 
b) VAN-AN NANNY 


die Fläche berandet 


Hiernach müfste also entgegen der Voraussetzung die von 
dem Polygone P, berandete Fläche ein mindestens achtseitiges 
Polygon («> enthalten. 

Der zweite oben vorgesehene Fall, dafs eines der beiden 
Dreiecke («,);, <a), an die Fläche 5, grenzt, kann gleich- 
falls nicht eintreten, da er auf die bereits als unmöglich er- 
kannten Fälle 2b), 2с), 2d) führt. 

In dem zweiten Hauptfalle, in welchem unter den von 
der Fläche S, aus gezählten Elementarstreifen S’, S”, ... ein 
erster 5% dessen freies Randpolygon P® mit 
einem Dreieck «а>; zwei Kanten gemein hat, mufs das Rand- 
polygon des um das Dreieck <«,), erweiterten Elementar- 
streifens S@ eine der beiden Formen haben: 


1) 20,651+9=— N М.Л NM... 


2) Do,6n+0)= NN MM. 
J MAMAN Na. 


Dem Umstande, dafs der zu dem Elementarpolygone P ge- 
hörige Elementargürtel aus dem angrenzenden Elementar- 
streifen besteht, und aus der Irredueibilität von A, folgt 
weiter, dafs das Polygon DI noch mit einem zweiten Dreieck 
Cæ»; eine bzw. zwei Kanten gemein haben mufs. Das Rand- 
polygon des um die beiden Dreiecke <æ), und <æ); er- 
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weiterten Elementarstreifens 5® fällt dann notwendig unter 
eine der folgenden fünf Formen: 


a) 203,60 t E= 
b) PB, 6805): 
5 P(-3,6h+5)=.-- 
a) P(—3, 6h + 5)=--- 
e) IECH EE E 


Man hat dann entsprechend auf A, eine Fläche der Form 


, Ar 


und diese wird von einem Normalpolygone berandet. 
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Soll daher A, keinen Elementargürtel enthalten, so muls 
entweder eine der an das Normalpolygon grenzenden Flächen 
(«> das dritte Dreieck (aş), sein, oder es muls mindestens 
eines der beiden Dreiecke (¢,Dy, (@,), unmittelbar an die 
Fläche S, stolsen. 

Unter der ersten allein noch in Betracht kommenden 
Annahme erhält man als Randpolygon des um die drei Drei- 
ecke Ce (@sDg, ау), erweiterten Elementarstreifens S® ein 
Polygon P(— 6, 2m) der Form: 


In allen diesen Fällen läfst sich aber auf ähnliche Weise, 
wie das schon früher einmal geschehen, der Schlufs ziehen, 
dafs der jenseits des betreffenden Polygones liegende Bestand- 
teil der Oberfläche von А, notwendig ein Grenzpolygon (e> 
mit mehr als sechs Seiten enthält, während er der Voraus- 
setzung nach sich durchgängig aus Sechsecken zusammensetzt. 

Wenn endlich der um das Dreieck «а>; erweiterte Ele- 
mentarstreifen SI das Randpolygon besitzt 


Р(о, вА 4. 6) = ANN WM. 


a VMAS ADAN EM 


so kann man mittelst Umschreibung der Fläche 


ER 0 


zu dem Nachbarpolygone übergehen: 
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ROSE NENNEN. 
b) P"O, 2m) = —- N Mau JANN 


Da in dem einen wie in dem anderen Falle das resultierende 
Polygon ein Elementarpolygon ist und in dem angrenzenden 
Elementarstreifen einen Elementargürtel besitzt, ist es aus 
bereits erörterten Gründen auch hier mit der Voraussetzung 
unvereinbar, dafs an ein solches Polygon noch ein Dreieck <æ), 
grenzt. Die Annahme der Existenz eines Polygones Р’, Р” 
ist daher gleichfalls illusorisch. 

Den bisherigen die Unmöglichkeit eines Polyeders vom 
Typus 3e erweisenden Deduktionen liegt die stillschweigende 
Voraussetzung zu Grunde, dafs nicht nur die Randpolygone 
Р”, Р",... der an die Fläche S, angrenzenden Elementar- 
streifen 5”, 5”, ... sondern auch die Randpolygone der durch 
die Erweiterung letzterer um die Dreiecke <@,),, (a), ent- 
stehenden Flächen einteilige Kantenpolygone sind. Diese An- 
nahme ist jedoch für das Endergebnis unwesentlich, da letzteres 
auch unter der allgemeineren Annahme coineidenter Kanten- 
folgen in einem solchen Polygone durch gewisse schon in 
$ 22 verwertete Schlufsweisen übereinstimmend gefolgert wird. 

Hat, um nur einen Fall herauszugreifen, das Randpolygon 
PW des Elementarstreifens 8% die Form: 


so sind die Charakteristiken der die beiden Flächen F,, F, 
berandenden Polygone gegeben durch: 
C(P(F)) = +1, CPR)=+2. 

Nun können die drei Grenzdreiecke (Dg, Can, Za, wenn 
überhaupt, nur auf eine der folgenden vier Arten auf F, und 
F, verteilt sein: 

1) F, enthält alle drei, F, kein Dreieck; 

2) F, enthält «ау, und Zen, Fp nur (a,);; 
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3) F, enthält Ze, F, aber <a,), und <a»; 

4) F, enthält kein, F, alle drei Dreiecke. 

Da nach Voraussetzung in F, und F, aufser den drei 
Dreiecken nur noch Grenzsechsecke vorkommen, findet in 
allen vier Fällen das Theorem 18 Anwendung, und es würden 
daher demselben entsprechend die Gleichungen gelten: 


1) С(Р(Е))) Ca): — Okay); Kay, = — 2.3.2, 
С(Р(Р,)) = +6; 
2) С(Р(Е,)) — Ca — Kay = — 2-3, 
С(Р(Е,)) — Ka = 0; 
3) С(Р(Е))) — Clu) = 0, 
C(P(F,)) — Claas — Clas = — 2.3; 
4) OPF) = + 6, 
APR) — Ges — Ооа» — Dach = — 23-2, 


Aus diesen Relationen berechnen sich aber: 


1) C(P(F)) =- 3, OPT) – + 6; 
2) СОЕ) = 0, CU = + 3; 
3) CPE) = +8, APR)- 0; 
4) CPE) = + 6, OPR) = — 3. 


Die so für die Charakteristiken der beiden Polygone er- 
haltenen vier Wertepaare sind sämtlich von dem wahren 
Wertepaar verschieden, und folglich ist die über die Form 
des Polygones Р gemachte Voraussetzung unhaltbar. 

Es giebt also überhaupt kein Polyeder des Typus 3c. 

Da schliefslich alle Polyeder der vierten Klasse, d. i. die- 
jenigen Polyeder, bei denen die fünf Stammflächen isoliert 
liegen, evidentermafsen das Stammpolyeder A," enthalten, so 
ist hiermit der vollständige Beweis erbracht, dafs letzteres 
das einzige Stammpolyeder des behandelten Polyederstammes 
darstellt. 
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1) § 2 pag. 13: Der Euler’sche Satz gestattet, wie schon 
а. a. 0.*) hervorgehoben worden, seine Ausdehnung auf die 
Gebietseinteilungen der Ebene durch Graden- und des Raumes 
durch Ebenensysteme. Es gilt nämlich der Satz: 

Die Anzahlen r, f, s und e der verschiedenen (einander aus- 
schliefsenden) Räume, Flächen, Strecken und Ecken, in und durch 
welche n beliebige Ebenen den Raum, einander und ihre Schnitt- 
geraden teilen, genügen den Relationen: А 

1) mit Bezug auf den Raum, 

r—f+s—e=0, 

2) mit Bezug auf eine Ebene, 

f—s+e=1, 


3) mit Bezug auf eine Gerade, 
s—e=0. 


Die Gültigkeit der dritten Gleichung liegt auf der Hand, 
da eine Gerade durch m diskrete Punkte allemal in ebenso- 
viele Strecken geteilt wird. е 

Zum Beweise der zweiten Gleichung denke man sich um 
einen aufserhalb der teilenden Geraden gelegenen Punkt о der 
Ebene in letzterer einen veränderlichen Halbstrahl gedreht. 
Bei dem Durchgange desselben durch einen Schnittpunkt p; 
von zwei oder mehreren (etwa von »;) Geraden, und nur bei 
einem solchen, wird der Strahl in genau 7; — 1 neue Flächen 
und in 7; neue Strecken eintreten. Nach einer vollen Um- 
drehung wird der Halbstrahr alle Ecken je einmal passiert 

*) Vergl. des Verfassers „Ein Satz aus der Topologie“. Mathem. 
Annal. Band 36. 
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haben und folglich sowohl in eine jede Strecke als in eine jede 
Fläche — die den Punkt o enthaltende allein ausgenommen — 
ein- und nur einmal eingetreten sein. Man hat daher: 


1-1= 30-1), 
i=1 
oder, wie behauptet: 
f-s+te=1. 

Ganz analog nehme man zum Beweise der ersten Glei- 
chung eine aufserhalb der n gegebenen Ebenen e gelegene, 
keine der Schnittgeraden dieser schneidende und keinen ihrer 
Sehnittpunkte enthaltende Gerade g zur festen Axe einer sich 
um sie drehenden Halbebene у an. Da m in einem Punkte 
sich kreuzende Ebenen im Raume und auf einander ebensoviele 
ungeteilte Räume, Flächen und Geraden bestimmen, als ihre 
Durehschnitte mit einer m + Uer nicht durch den Kreuzungs- 
punkt gehenden Ebene in dieser und aufeinander ungeteilte 
Flächen, Strecken und einzelne Punkte fixieren, da ferner eine 
die Gerade g mit einem Schnittpunkte p; von m; Ebenen с 
verbindende Ebene von den durch die m; Ebenen « in der 
Umgebung des Punktes p; bestimmten Teilgebieten sowohl 
m; Räume als m; Flächen schneidet, so sind die Anzahlen ә, 
fi und s; aller Räume, Flächen und Strecken, in welche y beim 
Durehgange durch p; neu eintritt, an die Relation gebunden: 

п = 1. 

Es tritt aber у, von den durch ihre Axe g getroffenen 
n Räumen und n Flächen abgesehen, sowohl in jeden anderen 
Teilraum als in jede andere Teilfläche als auch in jede Teil- 
strecke einmal und nur einmal ein. Also gilt: 

D @ш—һ-+Е в) =e, 
i=1 
oder, wie behauptet: 
*— f+s—e=0. 

Wird, wie in der oben eitierten Abhandlung, jedes von 

der unendlich fernen Ebene durchschnittene Teilgebiet doppelt 


gezählt, werden also, algebraisch zu reden, Gebiete verschie- 
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 16 
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dener Vorzeichensysteme unterschieden, so gilt, wenn die An- 
zahlen der Gebiete entgegengesetzter Vorzeichensysteme durch 
resp. ү, fı und s, gegeben werden, entsprechend der Einteilung 
der unendlich fernen Ebene: 


n—hta=l, 
und folglich nach Addition: 
61. 


2) § 5 pag. 25: Die für die Konstruktion eines nur 
Kreuzungskanten enthaltenden Polyeders А„+‹ aus einem ana- 
logen Körpers A, gegebenen Bestimmungen sind folgender- 
malsen zu modificieren: 

1) Die Ausführung eines Schnittes 

<«„»ы% A [а, ar |, | Ci, «| 
ist an die Bedingung gebunden, dafs die durch die zweiten 
Ecken der abgeschnittenen Kanten gehenden zwei Grenzflächen 
(e> und <a> 
nicht Seitenflächen sind. 
2) Die Ausscheidung eines Grenzviereckes 
Landa = | ш, 9 | 
ist dann und nur dann zulässig, wenn die Grenzflächen 
<a> und (a 
keine dritte Scheitelkante besitzen. 
3) Endlich führt die Ausscheidung eines Grenzfünfeckes 
Lans A lai, ax |, TECH 
stets nur in dem Falle zu einem Polyeder A, — des verlangten 
Typus, wenn kein einziges der drei Flächenpaare 
. Ce, Kap); Kar), Cap; Kap), Хар) 


ein Seitenflichenpaar bestimmt. 


3) § 9 pag. 45. Es berechnen sich die Anzahlen y, und 
2, (h = 3, 4, ...) aus den 2, durch die Gleichungen: 
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Ys = 2n — 4, Y = Ys = 0, Y = Ty, зл = 0, узел = л, 
23 = 0, 2, = Зп — 6, z= 0, 2; = 2n — 4 + ty, Ziper = 0, 
Zapor = л, 


(5—0, 1,2,..). 


4) $ 17 pag. 84 Anm.: Eine dritte ein allgemeines Po- 
Leeder mit durchweg 3h-seitigen Grenzflächen ( = 1,2,...) 
in einen gleichartigen Körper umwandelnde Konstruktion wird, 
wenn e, œ| eine Kante und ec, (a> die zu derselben 
gehörigen Scheitelflächen des gegebenen Polyeders bezeichnen, 
durch die Operationen dargestellt: 


<), |а, в, ,)و(‎ = | Ar, а |, 
(2s > (dı, «i, da), ODs * (Örs ам, 0з). 


5) § 21 pag. 165: Indem man den successiven Übergang 
eines stetig veränderten allgemeinen Polyeders in ein singu- 
läres ins Auge falst, kann man leicht diejenige Form des 
Theoremes (18) ableiten, welche dasselbe für einen Körper 
der letzteren Art annimmt. Zu dem Ende gehe man aus von 
der zwischen der Charakteristik des Randpolygones P’ einer 
einfach zusammenhängenden allgemein polyedrischen Fläche 5” 
und den Anzahlen zy, 21, £y, ... ihrer m’ zugehörigen ver- 
schiedenförmigen Grenzpolygone bestehenden Relation: 

CP) = 32, +40 + — 6 — 1). 

Die Ausscheidungen von о’ auf ein oder mehrere (etwa и”) 
für sich zusammenhängende Systeme verteilten Kanten der 
Fläche S’ und das damit verbundene gleichzeitige Zusammen- 
rücken von o Lui in и” Ecken lassen den Ausdruck 

Se Lie Ба. 
die Form annehmen: 
З ане 50 4 Зе, 
während die Anzahl 

а ty + + my FY yg А5 
der Grenzpolygone von 5” unverändert bleibt. 

Für die Charakteristik des Randpolygones einer einfach be- 


randeten polyedrischen F È 8’ gilt daher allemal: 
A8 


Peramal aa. 
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С(Р') = З + 4y; + 5y ++ 20° — 6(m’— 1), 

wo о' den Grad ihrer Singularität bezeichnet. 

Ist nun die Oberfläche eines von om Grade singulüren 
Euler’'schen Polyeders А, durch еіп m-teiliges Netz 

MER, ne 
in m einfach zusammenhängende Bestandteile 
EE 
und zwar — den allgemeinsten Fall vorauszusetzen — in der 
Weise zerschnitten, dafs die Ecken des Netzes an und für sich 
eine Singularität oi" Grades absorbieren, so bestimmen sich 
zunächst die Charakteristiken der m Randpolygone DU! der 
letzten Formel entsprechend durch die Gleichungen: 
1) (PM) By + 4y +50 + + 200 — 6m — 1), 
(»==1,2,..., т). 
Die Addition derselben ergiebt: 


2) 3 С(РФ)== 3а, 4,52, +- + 2(о—о,) — 6(n—m), 

i=l 
wenn allgemein Up = 3, 4, ...) die Anzahl der p-seitigen 
Grenzpolygone von А, angiebt. Weil aber für dieses Polyeder 
nach $ 2 die Relation gilt: 

Ba, +42, +52, +. = n — 12 — 20, 

so resultiert aus (2) schliefslich die gesuchte Beziehung: 

3) С(Р) + O(P") + --- + C(Pw) = Dim — 2) — 2о,. 


6) $ 24 Schlufs: Wie die dreiflächigen Bestandteile eines 
Tetragonhexaeders ($ 16) und die sechsflächigen eines Pentagon- 
dodekaeders ($ 19), so zeigen auch die verschiedenen einfach 
zusammenhängenden allgemein polyedrischen Flächenbildungen 
aus den Polygonen eines jeden der durch das Theorem (22) 
ausgezeichneten Systeme IV, V, VI und VII die gemeinsame 
Eigenschaft, von je einem Elementarpolygone berandet zu 
werden. 


7) § 28 pag. 217: Beispielsweise werden die drei Sechsecke 
dar Cas, «6 
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1) durch die Operationen 

(ûs 2 | фз, Ф |, | Pss Pilo LOs (01, Va, Ps); 

<), © | Pas 0, |, | Ps, Pilo <д% e: (д, %s, Ф) 
in drei Achtecke, 

2) durch die Operationen 

Ods 2 | Pa, Фф |, | Ps, Ф|, (ss (di, Pes Ps), 

«ду» Ol Pis dl, | Pr, Ф|, dl, Vss PD, 

(85; 2 | Pas 0,1, | Pos 81, 80, (ld, Vir Ф) 
in drei Neunecke, 


3) durch die Operationen 

ODs 2 | Pss Pels | Pss Pily 503 = (01, Pos Ps); 

<, lpi, 8,1, lO, 91, <б,%»—°-(б,, Ys, Pi), 

(05s 2 | ps, 0,1, | Ps, 0.1, <, = (ds, Vss Ф), 

<; 2 | Pas 0,1, | Pes dl, <) = (d7, Vis Po) 
in drei Zehnecke umgeformt. 

Man bemerke gleichzeitig, dafs diese Methode, drei Grenz- 
sechsecke durch Einführung von ausschliefslich drei- und sechs- 
seitigen Grenzflächen in 3m-Ecke überzuführen, dazu dienen 
kann, aus einem allgemeinen Polyeder der zweiten Klasse im 
Sinne des Theoremes (9) ein gleichartiges Polyeder abzuleiten. 

Die Zahl der jedesmal neu hinzutretenden Grenzflächen 
ist aber, ebenso wie bei den früher angegebenen entsprechen- 
den Konstruktionen, auch hier stets eine gerade. 

8) § 28 pag. 221: Der in der Anmerkung zu Theorem (24) 
ausgesprochene Satz über die allgemeinen ebenen Geraden- 
systeme ist in dem folgenden allgemeineren enthalten: 

Jedes positive und ganzzahlige Lösungssystem der Gleichung 

E-I. AO 
kann stets durch mindestens ein und höchstens eine endliche An- 
zahl topologisch verschiedener von ärm Grade singulärer ebener 
Geradensysteme dargestellt werden. 


Eberhard, Morphologie der Polyeder. 16** 


www.rcin.org.pl 


49 == 


= 9 


Tafel I. 


www.rcin.org.pl 


Tafel II 


www.rein.org.pl 


“rn... "KANN u 


.org.pl 


rein 


www 


` "` www.rein.org.pl 


